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Курс физики имеет основополагающее значение в формировании у 
студентов системы базовых мировоззренческих знаний об окружающем мире. 
Фундаментальные законы и понятия, изучаемые в этом курсе, лежат в основе 
понимания и объяснения множества природных явлений и процессов. Но это не 
все. Теоретические знания должны сочетаться с умением их практического 
применения. Поэтому неотъемлемой частью изучения курса физики является 
решение задач, которое традиционно вызывает серьезные затруднения.
Данное учебное пособие имеет своей целью сосредоточить внимание на 
основных законах физики, а также показать, как следует применять эти законы 
при решении различных практических вопросов. Оно включает в себя 
формулировку основных физических законов и анализ процессов, 
протекающих в мире физических явлений. Очень важным, на наш взгляд, 
является сочетание теории с глубоким анализом и подробным обсуждением 
решения практических задач, относящихся к различным разделам курса. В 
качестве базового был выбран задачник И. Е. Иродова «Задачи по общей 
физике». Это учебное пособие, предназначенное для студентов инженерно- 
физических специальностей, уже выдержало большое количество изданий и, на 
наш взгляд, содержит множество задач, имеющих глубокий физический смысл, 
для решения которых необходимо осознанно применять багаж накопленных 
теоретических знаний.
Пособие «Основные законы классической физики в примерах и задачах» 
предназначено для студентов, обучающихся на инженерно-физических 
направлениях подготовки и изучающих курс общей физики в соответствии с 
рабочей программой курса «Общая физика» и образовательными стандартами. 
Оно соответствует всем требованиям, предъявляемым к учебным пособиям.
1. Основы кинематики
Кинематика -  это раздел механики, в котором изучаются способы 
описания механических движений независимо от причин, обуславливающих 
эти движения.
Под механическим движением понимают изменение с течением времени 
взаимного положения тел в пространстве. Применяют две модели твердых тел -  
материальная точка (м.т.) -  тело, размерами которого можно пренебречь в 
условиях данного движения, и абсолютно твердое тело (а. т. т.) -  это 
абсолютно недеформируемое тело или тело, расстояние между двумя любыми 
точками которого остается постоянным при его движении.
Линию, по которой движется м.т., называют траекторией движения, она 
может быть прямолинейной (м.т. движется по прямой линии) или криволинейной 
траекторией. Если траектория движения лежит в одной плоскости, то такое 
движение принято называть плоским.
Для а.т.т. вводят два понятия: поступательное движение -  это такое 
движение, при котором любая прямая, проведенная в теле, перемещается 
параллельно самой себе и вращательное движение вокруг неподвижной оси -  
это такое движение, при котором все точки тела движутся по окружностям, 
центры которых лежат на одной и той же прямой, называемой осью вращения. 
Система отсчета (С.О.) -  совокупность тела отсчета, связанных с ним 
системы координат и прибора (часы) для измерения времени (рис. 1.1).
Положение тела в пространстве можно задать либо с помощью радиус- 
вектора г  , проведенного из начала координат в рассматриваемую точку (для 
точек 1 и 2 на рис. 1.2 это векторы г0 и г ) ,  либо с помощью координат (x,y,z) -  
проекций вектора г на координатные оси:
r - x i + y j  + zk , i -  j - k ,  (1.1)
где векторы T ,j,k  -  это векторы, указывающие направления осей Ox, Оу, Oz и 
равные по модулю единице.
Рис. 1.1
Вектор S , соединяющий начальное и конечное положение тела 
(точки 1 и 2 на рис. 1.1), называют перемещением. Он связан с радиус- 
векторами г0 и ?  следующим равенством:
А г = г -  г.о. ( 1.2)
Модуль перемещения меньше или равен пути I -  расстояния, 
пройденного телом по траектории, они совпадают в случае прямолинейного
движения в одну сторону (/=| S  |).
Мгновенная скорость и -  скорость тела в данной точке траектории, 
равную первой производной от радиус-вектора г (или перемещения S )  по 
времени t:
_ dr dS
и = (1.3)
d t d t
Вектор и в каждой точке траектории направлен по касательной к ней. 
Средняя путевая скорость г)ср -  скалярная физическая величина, равная 
отношению пути, пройденного телом за время t, к этому времени t:
^cp l/t. (1.4)
Быстроту изменения скорости оценивают, вводя понятие мгновенного 
ускорения а -  ускорения в данной точке траектории, равного первой 
производной от скорости и по времени t или второй производной от радиус- 
вектора г (или перемещения S ) по времени t:
„ dv d (d r \  d2r d2S 
a - —  =
dt dt (1.5)dt dtydt
Проекцию вектора ускорения а на направление касательной к траектории 
называют касательным (тангенциальным) ускорением ах , а на направление,
перпендикулярное к касательной, 
ускорением ап (рис. 1.2, а):
d v
нормальным (центростремительным)
dt
а = ах + а п ;
и
У
а =  у [а.2 2 + а
( 1.6)
(1.7)
где и -  численное значение скорости; R -  радиус кривизны траектории в 
данной ее точке, он равен радиусу окружности R, вписанной в малый участок 
траектории вблизи этой точки (рис. 1.2, б).
Рис. 1.2
Касательное ускорение характеризует изменение скорости тела по ее 
численной величине (по модулю скорости), а нормальное ускорение -  по 
направлению.
Основной задачей кинематики является определение состояния м.т. (ее радиус- 
вектора г и скорости и ) в произвольный момент времени t. Для этого 
необходимо задать, во-первых, начальные условия -  радиус-вектор г0 и 
скорость \30 в начальный момент времени t = to и, во-вторых, зависимость 
ускорения а от времени t. Тогда, используя понятие интеграла для радиус- 
вектора г и вектора скорости и, можно записать следующие выражения:
и I
d v  = a d t , J = Ja d t ;
и = u 0 + j* a d t ( 1.8)
и
dr  = v d t , |  d r  -  |  и d t
i
u 0 + J  a{t)d t d t (1.9)
Кинематические характеристики вращательного движения м.т. и а.т.т.
Пусть м.т. движется со скоростью и по окружности радиуса г вокруг 
неподвижной оси вращения (рис. 1.3, а). Материальную точку с осью вращения 
соединяет перпендикулярный к ней вектор г , а вектор его элементарного 
приращения, вектор dr , направлен по касательной к окружности.
Введем понятие вектора элементарного углового перемещения diр: он 
равен по модулю углу элементарного поворота dtp, причем dtp > 0; направлен 
вектор diр по оси вращения и связан с направлением вращения правилом 
правого буравчика (правого винта), а именно, направление вращения буравчика 
должно совпадать с направлением вращения м.т., тогда поступательное 
движение буравчика определяет направление вектора dip (рис. 1.3, а).
Рис. 1.3
Быстроту вращения м.т. характеризует угловая скорость ю, равная 
первой производной от вектора углового перемещения ф по времени t:
d<y
со =
dt
( 1.10)
Направления вектора угловой скорости ю и вектора элементарного 
углового перемещения с/ф совпадают.
Быстроту изменения угловой скорости характеризует вектор углового 
ускорения £, равный первой производной от угловой скорости ю по времени t:
^ d(b d 2dq>
8 =  =  . (1.11)
dt dt2
В случае ускоренного вращения направления £ и ю совпадают 
(рис. 1.3, б), для замедленного вращения векторы 8 и ю направлены в
противоположные стороны (с  со).
Для описания вращательного движения м.т. используют частоту 
обращения п, определяемую как число оборотов, совершаемых телом за 
единицу времени, и период обращения Т  как время одного полного оборота. 
Справедливы следующие формулы взаимосвязи со, п и Т:
со = 2пп = 2 п / Т . (1-12)
Если задать начальные условия (г1 = to: ф = ф0,Й = со0) и зависимость 
углового ускорения е от времени t, то для векторов углового перемещения ф и 
угловой скорости ю можно записать
I 1
Ф =  Фо +  J (bdt , Й  =  со0 +  J  z ( t ) d t . (1.13)
Запишем формулы взаимосвязи линейных и угловых характеристик при 
вращательном движении, для этого пользуясь определением векторного 
произведения двух векторов можно записать
dr  = [с/ф х г ] . (1.14)
Выражение (1.14) позволяет получить следующие формулы взаимосвязи 
линейных и угловых характеристик:
1) для скоростей и и й :
dip_ dr [c/cpxrl 
и = — - L J -
dt
x r
dt dt 
u = [o5xF] , и = cor .
2) для ускорений ат, ап, а:
=[<охг]
(1.15)
^ do d  г_ _ i с/й _ ^  dr
а - — = —  сохи = —  x r + сох----
dt d tL J dt dt
= [ е х г ] + [ й х и ]  =ат+ап , 
а т = [ е х г ] ,  а х = г г ,  (1.16)
(1.17)
о2
ал = [ й х и ] ,  ап = ы и = —  = g?R
Направления векторов ах и ап показаны на рис. 1.3, б (ускоренное 
вращение м.т. —а t t o ,  ё Т Т й ) .
Задача 1.1. Радиус-вектор частицы меняется со временем t по закону 
г = bt{ 1 -  a t ) , где b -  постоянный вектор, а -  положительная постоянная. 
Найти: а) скорость и и ускорение а частицы в зависимости от времени; 
б) промежуток времени At, по истечении которого частица вернется в исходную 
точку, а также путь, который она пройдет при этом.
Для определения скорости частицы воспользуемся формулой (1.3) и 
профференцируем радиус-вектор частицы г по времени, получим скорость 
частицы
v  = ^  = b ( l -2 a t ) .  (1.18)
Для определения ускорения частицы воспользуемся формулой (1.5) и 
дифференцируя выражение (1.18) по времени, получим выражение для
ускорения
а = —  = -2аЬ. (1-19)
dt
Из выражений (1.18) и (1.19) видно, что частица движется
равнозамедленно (так как вектор ускорения частицы а постоянен и направлен 
навстречу ее скорости б). Определим момент времени tQCT в которой скорость 
частицы и обратится в ноль. В этот момент времени частица достигнет точки 
поворота для этого приравняем к нулю выражения (1.18) и получим
(ост (1-20)
2 а
Подставим tQCT в исходное выражение, определяющее зависимость 
радиуса-вектора частицы от времени и найдем радиус-вектор точки поворота:
Далее определим путь частицы до поворота и обратно, который равен 
удвоенной длине радиус-вектора г0 (1.21) (поскольку частица движется по
прямой линии, вектор b = c o n s t ):
Ъ
2а
Определим промежуток времени At, по истечении которого частица 
вернется в исходную точку.Для этого приравняем к нулю исходное выражение, 
определяющее зависимость радиуса-вектора частицы от времени, и получим
г = bt( 1 -  a t)  = 0.
Данное уравнение имеет два корня: ^  = 0 (момент старта точки) и t2 = у
/  \л
(момент возврата в исходную точку). Следовательно, искомый промежуток 
времени
Задача 1.2. Точка движется, замедляясь, по прямой с ускорением, модуль
которого зависит от ее скорости и по закону а = ал /и  , где а -  положительная 
постоянная. В начальный момент скорость точки равна и0 • Найти: 1) путь, 
который частица пройдет до остановки; 2) время, за которое этот путь будет 
пройден.
Определим зависимость скорости точки от времени, для этого 
приравняем выражение (1.5) к исходной зависимости ускорения точки от 
скорости (учитывая, что точка движется, замедляясь):
d\J г~
—  = -ал /о . (1.22)
dt
Решая диффернциальное уравнение (1.22) с разделяющимися 
переменными, с учетом начального условия и = и0 при t = 0, получим
S = 2 \г0
и = U o -
a t
Т у
Л2
(1.23)
- (1.24)
Далее для определния времени to до остановки точки приравняем (1.23) к 
нулю и выразим tQ:
2 а
Определим зависимоть координаты движущейся точки от времени. Для 
этого направим ось х  вдоль прямой, по которой движется точка, и составим 
дифференциальное уравнение ее движения. Для этого приравняем выражение 
(1.23) и (1.3):
Л 2dx (  
и = —  = 
dt
a  t
On - (1.25)
Решая дифференциальное уравнение (1.25), получим уравнение движение
точки
= lU A v
a t л2
dt =
З а u 0 - и 0 -
а  t
(1.26)
Для определения координаты точки остановки подставим в выражение
(1.26) время движения точки до остановки to (1.24). Путь s, пройденный телом 
до остановки, равен этой координате, так как точка вплоть до остановки все 
время двигалась в одну и ту же сторону. В результате получим
З а
и0.
Задача 1.3. Воздушный шар начинает подниматься с поверхности земли. 
Скорость его подъема постоянна и равна и0 • Благодаря ветру, шар приобретает 
горизонтальную компоненту скорости их - а у , где а -  постоянная; у  -  высота 
подъема. Найти зависимость от высоты подъема: а) величины сноса шара х(у);
б) полного, тангенциального и нормального ускорений шара.
Из условия задачи следует, что по оси у  шар движется равномерно со 
скоростью и0 j следовательно координата шара у  зависит от времени подъема t 
по закону у  = v 0t . Найдем зависимость координаты шара х от времени t, для 
этого приравняем выражение (1.3) и выражение для проекциии скорости шара
на ось х из условия задачи, подставим в него зависимость координаты у  от
времени подъема t , и получим дифференциальное уравнение
»x = ^ -  = ay = a u 0t, (1.27)
at
Из (1.27) выразим dx = a u 0td t . Далее, решая полученное уравнение с 
учетом начального условия х = 0 при t = 0, получим
x = (1.28)
Подставим в (1.28) t = y / v 0, определим искомую величину сноса шара х в 
зависимости от высоты подъема у:
, = V
2и0
Так как по оси у  шар движется равномерно, то компонента ускорения 
du
а = — — = 0. Найдем проекцию ускорения ах, для этого дважды
у dt
дифференцируем выражение (1.28) по времени t, получим ах = сю0.
Полное ускорение шара определим по формуле (1.7), получим
a = d a x +Qy = а и 0.
Для определения тангенциального ускорения шара воспользуемся 
формулой (1.6):
d v
~~dt*
где и -  полная скорость шара определяется выражением
u = yj»2x + »2y =  V(<*uo02 + > (i .29)
дифференцируя выражение (1.29) по времени, получаем
д , = ^  = . a h &  . ( 1 . 3 0 )
dt о02 + °о
Подставим в (1.30) соотношение t = ylv>Q, получим зависимость 
тангенциального ускорения шара от высоты его подъема
I а2у  2 - (1-31)
^1 + ( а у / и 0)
Нормальное ускорение шара найдем, учитывая выражение (1.7) и 
подставим выражения для полного и тангенциального ускорения:
an = W ~
2 _  а Ч
yjl + ( a y / v 0f
Задача 1.4. Точка движется в плоскости ху  по закону х  = at, у  = а^(1-(3^), 
где а и Р -  положительные постоянные. Найти: а) уравнение траектории у(х); 
изобразить ее график; б) скорость и и ускорение а точки в зависимости от t;
в) момент to, когда угол между скоростью и ускорением равен п/4.
Запишем зависимости координат от времени
x  = a t
y  = a t ( l - f i t )
и выразим t через х, получим
< = - ,  (1-32)
а
подставим выражение (1.32) в зависимость y(t), найдем уравнение траектории 
точки у(х):
x f  х л Ях) = а — 1-(3— 
а \  ау
Р 2-  Х - —X .
а
Для определения модуля скорости точки воспользуемся выражением
+ v r  ( ° з )
Проекции вектора скорости материальной точки определяются формулами:
dx
= а,
(1.34)
иу = —  , 
х dt
и = ^  = а (1 -2  РО.
'  dt
Далее, подставляя полученные выражения (1.34) в (1.33), получим выражение 
для модуля вектора скорости:
|с |= J ' d x '
2
+ ' d A = J a 2 + a 2(l-2 (302 = olJ'11 \j I  d t ) \ d t  J
Аналогично для определения модуля вектора ускорения материальной 
точки запишем
= (1-36)\а\
Проекции вектора ускорения материальной точки определяются формулами:
=  0 ,
d 2x
а .
dt2
4 - ^ (1.37)'  d t
Далее, подставляя полученные выражения (1.37) в (1.36), получим 
выражение для модуля вектора ускорения
а  = + f d 2A
Kdt 2 ,
= yjo + 4а2р2 = 2сф.
Найдем момент to, когда угол между вектором скорости и ускорения 
равен ти/4. Из рис. 1.4 видно, что Zcp = (и ,5) = ^и>;,и^ = л / 4 ,  следовательно,
этот угол можно найти из условия, что = - и х .
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Рис. 1.4
Подставим в это выражение формулы для проекции вектора скорости
(1.34), получим
Решая полученное уравнение (1.38), найдем промежуток времени to = 1/|3.
Задача 1.5. Точка движется по окружности со скоростью и = а ? , где
а  = 0,5 ш/ 2 . Найти ее полное ускорение в момент, когда она пройдет п = 0,1 
/ с
длины окружности после начала движения.
Тангенциальное и нормальное ускорение частицы определим по формуле
а(1 -  2(31) = - а . (1.38)
( 1.6):
(1.39)
(1.40)
Для определения зависимости пути s, пройденного частицей, от времени 
воспользуемся выражением (1.3) и исходной зависимостью скорости точки от 
времени.
ds
—  = и = at. 
dt
Получим дифференциальное уравнение
ds = a td t ,
решение которого имеет вид s = at 12.
Определим время to, за которое частица пройдет п-ю часть окружности. 
Для этого воспользуемся условием
2тiRn = о^о / 2,
откуда получаем соотношение
9 9a  t = AiiRna. ^  4 ^
Подставляя (1.41) в выражение для нормального ускорения (1.40), 
получаем ап = 4тш п.
Полное ускорение в этот момент времени определяется по формуле (1.7):
a = ij а 2 +(47шл)2 = а ^ 1  + (47ш)2.
Подставляя численные значения задачи, получим а = 0,8 м/с .
Задача 1.6. Колесо вращается вокруг неподвижной оси так, что угол ф его
2 2 
поворота зависит от времени как ф = |3/ , где |3 = 0,20 рад/с . Найти полное
ускорение а точки А на ободе колеса в момент t = 2,5 с, если скорость точки А в 
этот момент и = 0,65
Из (1.10) следует, что быстроту вращения колеса характеризует угловая 
скорость с5, равная первой производной от вектора углового перемещения ф 
по времени t:
co = — = 2 p t
d t  (1.42)
Согласно формулам взаимосвязи линейных и угловых характеристик
(1.15) линейная скорость и точки А в этот момент времени связана с угловой
скоростью ю соотношением
и = (dR  = 2fitR.
Тогда выразим радиус колеса R:
Л = — ,
(1.43)
а нормальное ускорение этой точки определяется выражением (1.6):
а = —  = 2В и/.
R (1.44)
Тангенциальное ускорение точки А в момент времени t определяется как
_ d  и
первая производная скорости по времени, выражение # х — ~~~. Далее,
d t
используя связь линейной и угловой скорости (1.15) и выражения для радиуса
колеса (1.43) и угловой скорости (1.42), получим
dv> „dco и и ...
а = —  = R —  = ------2р = —. (1.45)
dt dt 2р t t
Определим полное ускорение в этот момент времени по формуле (1.7), и 
подставим формулы (1.44) и (1.45):
а = >Я2 + «» = ^ (о  / О2 + (2Ро<)2 = (и / + (2р
Подставляя численные значения, получаем а = 0,7 м/с .
Задача 1.7. Твердое тело начинает вращаться вокруг неподвижной оси с 
угловым ускорением 8 = at, где а = 2,0><10"2 рад/с3. Через какое время после 
начала вращения вектор полного ускорения произвольной точки тела будет 
составлять угол ф = 60° с ее вектором скорости?
Известно, что проекцию вектора ускорения а на направление 
касательной к траектории называют касательным (тангенциальным) 
ускорением ах, а на направление, перпендикулярное к касательной, -  
нормальным (центростремительным) ускорением ап (рис. 1.5). Так как вектор 
скорости v некоторой точки тела, вращающейся по окружности радиуса R, 
направлен по касательной к этой окружности и, следовательно, сонаправлен 
вектору тангенциального ускорения ах этой точки (см. рис. 1.5).
V
Следовательно, тангенс угла ф между вектором скорости v и полным 
ускорением а вращающейся точки
tgcp = — • (1-42)
«т
Из формул взаимосвязи линейных и угловых характеристик следует, что
тангенциальное ускорение ах связано с угловым ускорением 8 известным
соотношением (1.16):
а х = г г  = a t R .  (1-43)
С другой стороны, из определения тангенциального ускорения (1.6) следует
и поэтому для определения зависимости скорости v от времени t получаем 
дифференциальное уравнение, приравнивая (1.43) и (1.44):
d v
dt
решение которого имеет вид
= atR, (1.45)
aR t2
i> = — . (1-46)
Определим нормальное ускорение ап вращающейся точки, подставляя 
(1.46) в (1.6):
и 2 a  2R t4
а » = т = ^ ~ -  ( Ы 7 )
Далее определим выражение для тангенса угла ф между вектором 
скорости v и полным ускорением а вращающейся точки, подставив (1.47) и
(1.43) в (1.42), и получим
а п а ( 3  tg 9  = - "  =
аг 4
Выразим t и подставим численные значения:
(  =  } Ш  =  7 с .
а
Задача 1.8. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси так, что его 
угловая скорость зависит от угла поворота ф по закону ю = ©о -  аф, где ©о и а -  
положительные постоянные. В момент времени t = 0 угол ф = 0. Найти 
зависимость от времени: а) угла поворота; б) угловой скорости.
Согласно выражению (1.10) быстроту вращения тела характеризует 
угловая скорость с5, равная первой производной от вектора углового 
перемещения ф по времени t:
Для того чтобы выразить зависимость угла поворота тела ф приравняем
(1.10) и исходное выражение, определяющее зависимость угловой скорости 
тела от угла поворота:
d(D
—f  = со0 -  аф. 
at
Решая полученное дифференциальное уравнение с разделяющимися 
переменными
_ d ^  = d t  ^  _ 1п(ш0 - а ф ) ^  + С; 
со0 -  аф а
получим
_ ю 0 - е -a(t+C)
Ф = ^ ^ ---------- , (1.48)
а
где С -  константа интегрирования.
Так как при t = 0 угол ф = 0, то
-а Се = со0.
Окончательно полним  выражение для зависимости угла поворота тела ф 
от времени t:
<р=— ( 1 - е -0*). (1.49)
а
Далее согласно (1.10) зависимость угловой скорости ю от времени t 
получим дифференцированием выражения (1.49):
- a tЮ = —  = сопе 
dt °
2. Основное уравнение динамики
Решение кинематических уравнений механического движения тела 
помимо начальных условий требует информации об ускорении тела. Ее можно 
получить, рассматривая механическое взаимодействие данного тела с другими 
телами, приводящее к изменению состояния тела, изменению его скорости, т. е.
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к возникновению ускорения. Вопросы, связанные с такими взаимодействиями, 
рассматриваются в динамике.
Механическое взаимодействие тела с другими телами описывают 
понятием силы F , которая определяется как векторная физическая величина, 
характеризующая механическое взаимодействие данного тела с другим телом 
(телами), приводящее к их деформации или к возникновению ускорения.
Далее, как показывает опыт, все тела изменяют свою скорость не 
мгновенно, а постепенно при их взаимодействии с другими телами, т. е. они 
обладают инертностью. Количественной характеристикой инертности тела 
является его масса т. Масса тела -  скалярная физическая величина, 
являющаяся мерой инертности тела.
В основе классической механики движения м.т. лежат три закона 
Ньютона (они не доказываются), являющиеся обобщением опытных фактов.
• Первый закон Ньютона -  тело покоится или движется равномерно и 
прямолинейно, если на него не действуют другие тела или их действие 
скомпенсировано.
• Второй закон Ньютона -  первая производная от импульса р  тела по 
времени t равна векторной сумме всех сил, действующих на тело:
Лп N  N  _
та = ^ Р , -  (2.1)
a t i=1 j=l
Ньютон для формулировки второго закона ввел понятие импульса р  тела 
как векторную физическую величину, характеризующую его прямолинейное 
движение и равную произведению массы тела на его скорость:
р  = т б . (2.2)
• Третий закон Ньютона -  силы, действующие между двумя телами, равны 
по модулю и противоположны по направлению:
F\2 = ~F 2\ . (2.3)
Приведем определения наиболее часто встречающихся в задачах сил.
Примеры сил
• Сила реакции опоры (N) -  сила, с которой опора противодействует силе 
давления на нее. Сила реакции опоры приложена к телу давящему на опору, 
направлена перпендикулярно поверхности опоры и по III закону Ньютона
N  = ^давл ’ (2*4)
где -  модуль силы нормального давления тела на опору.
• Сила трения (FTр) -  сила, препятствующая движению тел относительно 
друг друга при условии их соприкосновения. Сила трения направлена в 
противоположную сторону направления вектора скорости движения тела и 
численно равна произведению коэффициента трения (р) на модуль силы 
нормального давления тела на поверхность, по которой оно движется:
F[p = М^ давл • (2.5, а)
С учетом равенства (2.4) можно переписать выражение (2.5, а) через силу 
реакции опоры:
Fl p = » - N  . (2.5,6)
Выражения (2.5, а) и (2.5, б) эквивалентны (в силу III закона Ньютона), 
однако при решении одних задач удобно использовать выражение (2.5, а), а 
других -  (2.5, б).
• Сила гравитационного притяжения (ivp) двух тел направлена от одного
тела к другому вдоль прямой, соединяющей центры масс этих тел:
Шл ■ т0
^ г р = У - Ч - ^  . (2-6)
П,2
где mi и m2 -  массы взаимодействующих тел; г\^ -  расстояние между телами; 
у -  гравитационная постоянная.
В случае гравитационного притяжения к Земле выражение (2.6) может 
быть записано в следующем виде:
т -М  
(R + h f  
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Frp=y~, ^2- (2-6’ а)
Здесь: М  -  масса Земли; R -  радиус Земли; h -  высота положения тела, 
отсчитываемая от поверхности Земли (как вверх — h>  0, так и вниз -  А<0).
• Сила тяжести (FTXSK) -  сила гравитационного притяжения тела к Земле у 
поверхности Земли (h «  R ). В этом случае высотой положения тела (над 
поверхностью Земли) можно пренебречь. Тогда (см. 2.6, а):
• Сила упругости -  сила, возникающая при упругой деформации тела, 
направленная в противоположную сторону деформации:
где к  -  коэффициент упругости (табличная величина); Ах -  величина 
деформации.
• Сила вязкого трения (или сила сопротивления) возникает при движении 
тела в жидкости или газе. Эта сила направлена в противоположную сторону 
движения тела и, согласно закону Стокса:
где Р -  коэффициент вязкого трения (табличная величина), и -  скорость 
движения тела.
Напомним понятия центра масс системы.
Под центром масс системы понимают точку пространства, положение 
которой относительно какой-либо ИСО определяется радиус-вектором гс :
где т -  сумма масс тел (материальных точек) системы; rt -  радиус-вектор г-го 
тела (м.т.) системы. Если поместить в центр масс тело в виде материальной 
точки массы т, то оно будет двигаться со скоростью ис :
(2.7)
Fynp=kA x ’ (2.8)
Т^ сопр ’ (2.9)
(2.10)
г  <ес 1 > а -
с  т .d t m  m
(2 .11)
Далее запишем выражение
(2 .12)
отсюда можно сделать вывод, что центр масс системы -  это точка 
пространства, к которой приложены все силы, вызывающие по отдельности 
поступательное движение системы. Поэтому поступательное движение 
системы можно моделировать движением тела в виде м.т. массой т, 
помещенного в центре масс системы. Этот прием является удобным при 
изучении такого движения системы.
Задача 2.1. Небольшое тело пустили снизу вверх по наклонной 
плоскости, составляющей угол а = 15° с горизонтом. Найти коэффициент 
трения, если время подъема тела оказалось в г| = 2,0 раза меньше времени 
спуска.
Сделаем чертеж ( рис. 2.1.) и укажим, силы, действующие на тело при его 
движении вверх. Уравнение второго закона Ньютона (2.1) в проекциях на ось х  
имеет вид
Запишем уравнение движения тела, зная, что при движении вверх, тело 
дивжется равнозамедленно:
-т а х = -m g  sin а  -  kmg  cos а .
Выразим ускорение
ах = (sin a  + k  cos a )g. (2.13)
(2.14)
где Do -  начальная скорость тела.
Рис. 2.1
Время движения тела вверх t\ определится из условия
(2.15)
Откуда из (2.15):
t= t\  = Uo/tfi, (2.16)
а координату точки поворота определим подставим (2.16) в уравнение 
движения тела (2.14):
При движении тела вниз меняется направление силы трения и, 
следовательно, вниз тело движется равноускоренно с ускорением
а2 = (s in a  - &cosa)g,  (2 17)
а уравнение его движения имеет следующий вид:
Время движения тела вниз ^  определится из условия
(2.18)
Откуда из (2.18): (2.19)
а отношение времени спуска и подъема тела по условию равно ц. Поэтому 
разделим выражение (2.16) на (2.19) и подставим в это отношение значения 
ускорений ai и а.2 из (2.13) и (2.17) соответственно:
*2
- = л  =
1 _ |s in a  + A:cosa _  tgа  + к 
s in a -A :co sa  v tg a - к
и, следовательно, коэффициент трения
* = a.
Г| +1
Используя численные условия задачи, получаем к  = 0,16.
Задача 2.2. На тело массы т, лежащее на гладкой горизонтальной 
плоскости, в момент t = 0 начала действовать сила, зависящая от времени как 
F = kt, где к -  постоянная. Направление этой силы все время составляет угол а с 
горизонтом. Найти: а) скорость тела в момент отрыва от плоскости; б) путь, 
пройденный телом к этому моменту.
Рис. 2.2
Уравнение второго закона Ньютона (2.1) в проекции на горизонтальную 
ось х имеет вид
ma = Fcosa. (2.20)
На ось у:
0 = N - m g +  Fsina. (2.21)
Зная из условия задачи, что сила, действующая на тело, зависит от
времени как F  = kt, подставим в (2.20) и выразим ускорение тела
ktco sa  ^  ^  4
та = kt cosa =>a = ---------- . (2.21, a)
m 
d  и
Ускорение определяется по формуле (1.5) а = Приравнивая (2.21, а)
dt
и (1.5), выразим
d'o = — cosatdt.
т
Получили дифференциальное уравнение, решением которого является 
зависимость скорости от времени:
к  t 2
и =  — c o s a — . (2.22)
т 2
Найдем время отрыва тела от плоскости. Так как в момент отрыва тела от 
поверхности сила нормальной реакции опоры N  = 0, то из (2.21) получим
О = -  mg + F  sina, 
mg = kt sina,
отсюда
*OTp = T 7 S- -  (2.23)
&sina
Тогда подставим в (2.22) выражение (2.23) момент времени,
соответствующий отрыву тела от плоскости:
к  c o s  a  m 2g 2 _ m g 2 c o s a  
2 m  k 2 s i n 2 a  2 k  s i n 2 a  
Для определения пути, пройденного телом к этому моменту,
воспользуемся формулой (1.9), получим
°тр ° T P A :c o s a ^ 2 , к  c o s  a  t 3
S  =  f и  d t  =  f ----------------- d t  =
о о m 2  2 m  3
Подставляя в полученное выражение формулу для времени отрыва (2.23),
отр _  к  c o s  a  4 р
то
получим
c _ & c o s a  m3g 3 _ m 2g 3 cos a  
m 6 k  sin a  6 k  sin a
Задача 2.3. На покоившуюся частицу массы т в момент £ = 0 начала 
действовать сила, зависящая от времени по закону F  = b t{ x - t) ,  где Ъ -  
постоянный вектор, т -  время, в течение которого действует данная сила. 
Найти: а) импульс частицы после окончания действия силы; б) путь, 
пройденный частицей за время действия силы.
Из второго закона Ньютона в импульсном виде (выражение 2.1) и условия 
задачи следует, что
dP
dt
= bt{ х - 1). (2.24)
Определим импульс частицы после окончания действия силы:
L L
^d P  = P - 0  = b \ ( t x - t 2)d t = b
t 2 t 3
т---------
2 3
= b
оо о
Далее найдем зависимость скорости частицы от времени, для этого 
воспользуемся определением импульса, формула (2.2), и запишем
mu(t) = Ъ
Тогда 6 (0  = -
т
(2.25)
Найдем время остановки из условия равенства нулю скорости частицы, то 
есть выражения (2.25):
Ь_
т
t2 х t3
Тогда время остановки 0^ = —т. Так как t0 > т, значит, от 0 до т тело
движется без остановки.
Далее определим путь, пройденный частицей за время действия силы, для 
этого проинтегрируем выражение (2.25):
§  = ] ы Л ]
т
V t  f j  b / i t  — ______ V t f4 "
T  -►
_ b
1
H
1
_ b  T4
2 3
t t f c
m 6 12 m0 6 12 m 12
Задача 2.4. Пуля, пробив доску толщиной h, изменила свою скорость от 
и0 ДО о. Найти время движения пули в доске, считая силу сопротивления 
пропорциональной квадрату скорости.
Запишем второй закон Ньютона в проеции на ось ОХ:
m dv„X _
dt сопрх‘
Так как по условию задачи сила сопротивления пропорциональна квадрату
2
скорости Fconpx = -п э х, где г -  коэффициент сопротивления, то
dux 2т —— = -г и х.
dt
Решение уравнения (2.26) с разделяющимися переменными дает
и0и т
dx
Найдем отношение r/т, для этого в выражении (2.26) заменим их -  — :
dt
т
dv
dt
Х_ — _ у r d ^ 2
\ d t  j
m dvx = - г
r dx^ 
\  dt
dx,
d u x _ rdx 
мх m
Решая полученное уравнение, получим
(2.26)
(2.27)
Выразим отношение г/т:
и т
-^  = ± l A  (2.28)
т h и
Тогда подставим выражение (2.28) в (2.27) и выразим t:
t = h(uо - о )
Uooln1^
и
Задача 2.5. На горизонтальной плоскости с коэффициентом трения к 
лежит тело массы т. В момент t = 0 к нему приложили горизонтальную силу, 
зависящую от времени, как F  =Ы , где Ъ -  постоянный вектор. Найти путь, 
пройденный телом за первые t секунд действия этой силы.
Рис. 2.3
Тело под действием силы F  придет в движение спустя время to, при 
условии, что F  > FTp, Найдем время to из равенства силы F  и силы трения F ^ :
bt0 = long.
Откуда
* 0 = ^ 2 .  (2.29)
b
Из второго закона Ньютона (2.1):
та = F + F Tp + N + m g .
В проекции на ось ОХ:
т ах = bt — km g.
В проекции на ось OY:
О = N -  mg.
Зная, что FTp = k N , ускорение, приобретаемое телом под действием сил, 
определяется по формуле
а -  — t - k g .  (2.30)
т
Зная зависимость ускорения от времени, всегда можно определить 
скорость тела:
и = \a{t)d t. (2.31)
Интегрируя выражение (2.31) от момента to, которое определяется из
(2.29) до времени t, получим
t  (  1  Л  1
U = f — t - k g  d t= — [t2 - t l ) - k g ( t - t o ) .  (2.32)
A m  J 2 m v >
l0
Найдем путь, пройденный телом за первые t секунд действия этой силы:
t
I = J X)(f)dt. (2.33)
*0
Для этого в (2.33) подставим выражение для скорости тела (2.32):
^ o ( ' - f o ) - y ( ' 2 - f o )  + *gfo(f-fo) =
t3 - t3o -  3t02- t l ) + ^  ( t -
6 m
Преобразуем выражение в скобках:
t3 ~ t] ~  3tt\ + 3t] ~ 3tQ (t2 ~ tg ) + 6tQ (t ~ tQ ) =
= t3 -  tl -  3ttl + 3tl -  3 t \  + 3t] + 6«o -  6^ 0 =
= t3 -  3t2t0 +3ttl - t ^  = { t - t o f .
Тогда путь, пройденный телом за первые t секунд действия силы, будет
6т
Задача 2.6. Катер массы т движется по озеру со скоростью о 0 • ® момент 
времени t = 0 выключили его двигатель. Считая силу сопротивления 
пропорциональной скорости катера, F  = -г \5 , найти: а) время движения катера 
с выключенным двигателем; б) скорость катера в зависимости от пути, 
пройденного с выключенным двигателем, а также полный путь до остановки.
Запишем основное уравнение динамики (второй закон Ньютона (2.1)) в 
проекции на ось ох:
d u x  с, т — -  = Fr. 
dt
По условию задачи сила сопротивления пропорциональной скорости 
Fx = - г и х, где г -  коэффициент сопротивления, тогда
т — -  -  - r u v. 
dt
Решение уравнения с разделяющимися переменными дает зависимость 
скорости от времени
- —t
и(0 = и0е т . (2.34)
Из (2.34) следует, что время движения катера с выключенным двигателем 
t —> оо.
Далее определим зависимость пути, пройденного телом от времени:
* - r t
S  -  J v(t)dt =u0J e m d t -  v 0e
r *r тл— t m V)0m m u.
0о 0
Тогда скорость катера в зависимости от пути, пройденного с 
выключенным двигателем, определяется как
Sr
и = и0-
т
(2.35)
а также полный путь до остановки получим из и = 0, если t —» оо => S  = и 0т
3. Механическая энергия и работа
Работа и мощность силы 
Под элементарной работой dA, совершаемой силой F  на элементарном 
перемещении d s , называют величину, равную скалярному произведению F  
на ds :
dA = Fds = F  ds c o s a =Fsd l , (3.1)
где угол a  -  угол между векторами силы F  и перемещением ds (рис. 3.1); 
\ds\ -  модуль вектора элементарного перемещения или элементарный путь d l , 
пройденный точкой приложения силы.
Рис. 3.1
Работа силы на конечном перемещении равна сумме элементарных работ:
2 2 _
A12= jd A  = jF d s  . (3.2)
i i
Если сила постоянна (F=  const), то ее работа на прямолинейном участке длины
I запишется следующим образом:
A12= F I co&cl. (3.3)
Свойства механической работы
• Аддитивность -  работа суммы сил равна сумме работ каждой силы:
• Знак работы определяется взаимным направлением векторов силы и 
перемещения. Если угол между этими векторами острый, то работа 
положительна, если тупой -  отрицательна. Работа силы, перпендикулярной 
вектору перемещения, равна нулю.
Быстроту совершения работы характеризует мощность силы.
Мгновенная мощность определяется формулой
К  = (3-4)at
Средняя мощность
(JV) = J ,  (3.5)
V
где А -  работа, совершаемая за время t.
Мощность зависит от скорости движения тела следующим образом:
A = F u  = i7u co sa , (3.6)
т. е. равна скалярному произведению силы на скорость перемещения тела.
Кинетическая энергия тела. Теорема о кинетической энергии 
Работу силы F , переводящей тело из состояния 1 (скорость тела ui) в 
состояние 2 (скорость тела и2) (рис. 3.2), можно записать:
А п  = \ Fdr = ! m v d v  = ^ - ^ L  = Wk -W k =AWk .j j 2 2 2 ^
1 u,
Рис. 3.2
Из полученной формулы следует, что работа силы равна разности двух 
величин, определяющих начальное (скорость ц )  и конечное (скорость и2) 
состояния тела. При этом условия перехода из состояния 1 в состояние 2 не 
оказывают влияния на записанное выражение. Поэтому можно ввести функцию 
состояния тела, его кинетическую энергию WK как СФВ, характеризующую 
способность тела совершать работу за счет изменения скорости его 
движения:
иг тх>2WK = ------+ const
к  2
В этом выражении постоянную величину выбирают, предположив, что 
при нулевой скорости движения тела его кинетическая энергия равна нулю, 
поэтому
WK = ^ .  (3.7)
Кинетическая энергия тел не зависит от того, как была достигнута данная 
скорость и, она является функцией состояния тела, положительной величиной, 
зависящей от выбора системы отсчета.
Введение WK позволяет сформулировать теорему о кинетической 
энергии, согласно которой алгебраическая сумма работ всех сил, действующих 
на тело, равна приращению кинетической энергии тела:
а 1 +  а 2 + ......=  Д Wk , ' Z 4 = d W k . (3.8)
i
Свойства кинетической энергии:
• только положительна;
• кинетическая энергия суммы тел равна сумме кинетических энергий 
каждого тела.
Потенциальная энергия взаимодействующих тел.
Теорема о потенциальной энергии
Под потенциальной энергией Wp взаимодействующих тел или частей 
одного тела понимают СФВ, характеризующую их способность совершать 
работу за счет изменения взаимного расположения тел или частей одного 
тела. Потенциальная энергия в одинаковой степени характеризует все 
взаимодействующие тела или их части. При этом между ними действуют 
консервативные силы; работа этих сил не зависит от траектории движения 
тел, но определяется их начальными и конечными положениями.
Работа консервативной силы по замкнутой траектории:
Примерами консервативных сил в механике являются силы тяготения и 
упругости, а неконсервативных сил -  силы трения, сопротивления, тяги, силы 
химических реакций, возникающих при разрыве снаряда, при выстреле и т.д.
Название «консервативные» силы связано с тем, что полная механическая 
энергия Wm системы тел, взаимодействующих между собой посредством только 
консервативных сил, сохраняется.
Запишем примеры формул для расчета потенциальной энергии некоторых 
консервативных сил:
• потенциальная энергия силы тяжести: Wp = mgh ;
г 2 /
•  потенциальная энергия силы упругости: Wp = / 2  » гДе ^ -  коэффициент 
упругости; х -  величина деформации;
• потенциальная энергия гравитационной силы: Wp = - y m]m^ / , где у -
гравитационная постоянная; т1и т 2 -  массы взаимодействующих тел; г -  
модуль радиус-вектора, соединяющего центры масс этих тел.
Сформулируем теорему о потенциальной энергии: работа
консервативных сил, действующих между телами или частями одного тела,
равна убыли их взаимной потенциальной энергии.
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Для тела, движение которого слабо влияет на движение другого тела, 
создающего силовое поле, теорему о потенциальной энергии можно 
сформулировать так: работа консервативных сил, действующих на тело, равна 
убыли потенциальной энергии тела в поле этих сил:
1 Ж о н с  = - АЯр> dAWHC = -dW P. (3.9)
i
Свойства потенциальной энергии:
• Не аддитивна, т.е. потенциальная энергия тел не равна сумме 
потенциальных энергий каждого тела.
• Величина потенциальной энергии определена с точностью до константы 
(т.е. начало отсчета потенциальной энергии может быть выбрано 
произвольно).
• Потенциальная энергия сил притяжения отрицательна, а сил отталкивания -  
положительна.
Формула связи потенциальной энергии Wp и консервативной силы FK 
Распишем выражение для элементарной работы консервативной силы 
вдоль произвольного направления 7 ( d s = d r = d r >  0 ) и  подставим его в 
теорему о потенциальной энергии (3.9). Тогда
^Лсонс - рк Л -  dWp , FKr
dWP
dr
Выбирая направление г , совпадающее с направлениями координатных 
осей, можно оценить проекции силы F  на эти оси и тем самым записать 
формулу взаимосвязи вектора силы FK и потенциальной энергии WP :
Р  _ dWP 6Wp dWP р  =  р  J  +  /г 7 +  р  kt x - — — , t Y- — — , t z - — — , * * ** т   ^yJ -г  ^ziv,
ox ay oz
dW
Fk = -gradW p , gradWp = . (3.10)
Направление градиента потенциальной энергии в данной точке 
пространства в формуле (3.10) обозначено как I . Итак, согласно выражению
(3.10), консервативная сила, действующая между телами, в каждой точке 
пространства равна по модулю и противоположна по направлению градиенту 
потенциальной энергии взаимодействия этих тел.
Задача 3.1. Локомотив массы т начинает двигаться со станции так, что 
его скорость меняется по закону и = ayfs , где а -  постоянная; s -  пройденный 
путь. Найти суммарную работу всех сил, действующих на локомотив, за первые 
t секунд после начала движения.
По определению механическая работа определяется выражением (3.2). 
Используя основное уравнение динамики (3.1), представим равнодействующую
/г d vвсех сил как г  = т —  и получим
dt
S S  J
A = j  FdS = J m — d S . (3.11)
о о dt
Найдем зависимость пройденного пути локомотива от времени, для этого 
воспользуемся определением скорости (выражение (1.3) и условием задачи
и = а \ fs ) :
—  - V  -  а  \[ s , dS = oiyfsdt. 
dt
Решение этого уравнения с разделяющимися переменными дает
a 2t2
S = ^ ~ .  (3.12)
Далее определим зависимость скорости локомотива от времени, для этого 
вновь воспользуемся выражением (1.3):
dS a  2t
° =^ Г ^ -  (ЗЛЗ)
„  d v  а 2
Продифференцируем по времени выражение (3.13) —  = —  и подставим
dt 2
его в (3.11), тогда получим
Подставим в (3.14) зависимость пройденного пути локомотива от 
времени выражение (3.12), запишем
2.2. т 2 a  t т л 2А = — а 2 = —а 4Г.
2 4 8
Задача 3.2. Цепочка массы т = 0,80 кг, длины I = 1,5 м лежит на 
шероховатом столе так, что один ее конец свешивается у его края. Цепочка 
начинает сама соскальзывать, когда ее свешивающаяся часть составляет г|=1/3 
длины цепочки. Какую работу совершат силы трения, действующие на цепочку, 
при ее полном соскальзывании со стола?
Рассмотрим небольшой элемент цепочки длиной dx (см. рис. 3.3.). Масса 
этого элемента:
mdxх
< Зг dm
dx> I
I i I
Запишем силу трения, действующую на элемент
цепочки длиной d x :
mdx  
1
Рис. 3.3 d F ^  =  V - d m g  =  \x — ^ g .  (3 .15)
Элементарная работа силы трения с учетом (3.15) определяется по формуле
dAjф = JF^xcoslSO0 = -  xdx.
/
Тогда работа, которую совершают силы трения, действующие на цепочку, 
при ее полном соскальзывании со стола будет
2Уъ
Ар = j^A p = “  j  ^ y - x d x .  (3.16)
Л I
По условию задачи цепочка начинает сама соскальзывать, когда ее
свешивающаяся часть составляет г|=1/3 длины цепочки, то есть
42
x\mg = ц(1 -  T[)mg. (3.17)
1 2
Подставив г| = 1/3 в (3.17), получим —mg = \x—m g, следовательно,
коэффициент трения j l i  =  — . Вернемся к выражениию (3.16), подставим в него
2
значение коэффициента трения и проинтегрируем
I /
3 1 mg 41 mgl• 3'
о 2  '  2 9
-1,3 Дж.
Задача 3.3. Брусок массы т = 1,00 кг находится на горизонтальной
плоскости с коэффициентом трения к = 0,27. В некоторый момент ему
сообщили начальную скорость и = 1,5 м/с. Найти среднюю мощность силы 
трения за все время движения бруска.
Средняя мощность определяется по формуле (3.5):
(ЛГ) = у .  (3.18)
Далее воспользуемся теоремой о кинетической энергии (выражение (3.8)):
ATp= A W k = 0 - ^ .  (3.19)
Так как брусок под действием сил движется равнозамедленно до 
остановки, то все время движения бруска можно определить из выражения
и = и0 -  a t ,
t = ^ .  (3.20)
а
Далее из основного уравнения динамики определим ускорение:
m a=FT + N + m g.
В проекции на ось О Х :
тах= Ftp-
В проекции на ось OY:
О = N -  mg.
Зная, что FTp = k N , ускорение, приобретаемое телом под действием сил, 
определяется по формуле
a = kg. (3.21)
Подставим полученные выражения (3.21), (3.20) и (3.19) в формулу для
средней мощности (3.18) и получим
/ у \  = А = muo kg _ kmgu0 
W  t 2 o 0 2
Задача 3.4. Потенциальная энергия частицы в некотором поле имеет вид
d ъЖ =—— , где а и Ъ -  положительные постоянные; г -  расстояние от центра
р г  г
поля. Найти: а) значение г о, соответствующее равновесному положению 
частицы; выяснить, устойчиво ли это положение; б) максимальное значение 
силы притяжения; изобразить примерные графики зависимостей Wp(r) и Fr(r) -
проекции силы на радиус-вектор г.
Для ответа на первый пункт задачи необходимо воспользоваться 
формулой (3.10) связи консервативной силы и потенциальной энергии:
F  = -gradW p .
Для нашего случая
F  J b + £ \
-  3 2\Г  Г J
(3.22)
dr
Значение г о, соответствующее равновесному положению частицы, 
определяется из условия
Fr= ~
г  2а Ъ Л
= 0 -\ г  г
2 а
Значит, г0 = — .
Данное равновесное положение частицы 
явлется устойчивым, так как значение г0 
соответствует минимуму потенциальной 
энергии частицы (рис. 3.4).
Для определения максимального 
значения силы притяжения надо найти 
значение гт, при котором Fr max.
Продифференцируем выражение (3.22) по г и приравняем полученное 
выражение к нулю:
dF
dr
Г _= 0 .
- 3 ^  + ( - 2 ) 4  = 0 .
Г г
_ 3 а
Гт ~  , •
О
(3.23)
Подставим (3.23) в (3.22) и определим максимальное значение силы 
притяжения:
F  (г )max V'шах/
2аЬ | Ыг _  -26 +36 _  b 
21с? 9а1 ~ 21а1 ~ 21а1'
Задача 3.5. Кинетическая энергия частицы, движущейся по окружности 
радиуса R, зависит от пройденного пути S  по закону Wk = aS1, где а -  
постоянная. Найти модуль силы, действующей на частицу, в зависимости от S.
Воспользуемся основным уравнением динамики (выражение (2.1)):
F  = та . (3.24)
Так как траектория движения частицы окружность, то ускорения 
определяется по формуле (1.7):
а = ах + ап , a = yjax +a* (3.25)
d v  и
где ах = тангенциальное ускорение, ап = ——  нормальное ускорение.
По определению кинетическая энергия
к 2
а по условию задачи -  зависит от пройденного пути S  по закону Wk = a S  . 
Приравняем их и полним  зависимость скорости от пройденного пути:
(3.26)
Подставим (3.26) в выражение для нормального ускорения, получим
и 2 2 а S 2
(3.27)
7? mR
Для вычислениия тангенциального ускорения найдем зависимость от 
времени скорости движения частицы:
dS 0 2 а  
и = —  = S J — . 
dt М т
Получим уравнение с разделяющимися переменными:
dt,
m
2a
■t
S(t) = e '
Далее дважды продиффиренцируем (3.28), ползучим
(3.28)
2a
а -  ,  -  w = — 5.
dt dt m m
Подставим выражения (3.27) и (3.29) в (3.25), получим
(3.29)
f 2«  c l
2 (  2 а 5 ^иH = J — sК m
+
I  mR J
2 a  S
т
1 + (3.30)
Далее подставим (3.30) в (3.24):
Задача 3.6 Камень массы т бросили с поверхности земли поду углом а  
к горизонту с начальной скоростью и0. Пренебрегая сопротивлением воздуха, 
найти мощность силы тяжести через t секунд после начала движения, а также 
работу этой силы за первые t секунд движения.
Зависимость скорости от времени определяется по формуле
и = и0 + gt.
Мощность, развиваемая силой тяжести в этот момент времени может 
быть определена с учетом (3.6.):
Проанализируем полученное выражение. При t < tQ мощность N  < 0, а
N  = mgu = m (gv0 + g 2t). (3.31)
В выражении (3.31) первое слагаемое можно представить как
g u 0 = g u 0cos ^  + а  = - g u 0sina,
тогда
N  -  mg(gt -  и0 sin a).
при t> t0 -  N  > 0 , где = — sinа.
8
Определим работу этой силы, используя выражения (3.4) и (3.31):
1 1 ( 8 tЛА' = 1 Ndt = J mg{gt  -  и0 sin a )  = mgt
o o  v
Задача 3 .7. Сила, действующая на частицу в некотором поле 
консервативных сил, имеет вид F  = a(yi + x j ) , где а -  постоянная, i и j  -  
орты осейX и Y. Найти потенциальную энергию Wp (x ,y ) частицы в этом поле.
Мы знаем, что при перемещении частицы из одной точки стационарного 
поля консервативных сил в другую точку работа, которую производят силы 
поля, может быть представлена как убыль потенциальной энергии частицы в 
данном поле, выражение (3.9).
Вычислим элементарную работу силы F  на перемещении dr и 
представим ее согласно (3.9) в виде убыли потенциальной энергии частицы 
Wp {x,y):
dA = Fdr = a(ydx + xdy) = - d  (—axy), 
с другой стороны, dA = -dW p ,
следовательно, Wp (x,y) = -axy + const.
4. Закон сохранения импульса и механической энергии
Закон сохранения импульса
Векторная сумма импульсов тел замкнутой системы тел остается 
постоянной:
= 0 => Pi + P2 + "' + Pn = const> (4Л)
i
или импульс центра масс (р с ) замкнутой системы остается постоянным:
= 0  => р с = const.
i
В данном случае под замкнутой системой тел подразумевается система 
тел, на которые не действуют внешние силы (F( = 0) или их сумма равна нулю
Механическая энергия системы тел. Закон сохранения и изменения 
механической энергии
Полной механической энергией Wm системы тел называют сумму 
кинетической энергии тел и потенциальной энергии их взаимодействия:
WM =Wk + Wp . (4.2)
Для замкнутой системы из факта неуничтожимости движения 
материи справедлив закон сохранения всех видов энергий (механической, 
тепловой, электромагнитной, ядерной и т. д.):
^М + ^ т л + ^ т + ^ ц + - ” = COIlSt. (4.3)
В такой системе механическая энергия может изменяться за счет работы 
неконсервативных сил: они переводят ее в другие виды энергии (механическая 
энергия уменьшается, происходит ее диссипация, рассеяние) и, наоборот, 
другие виды энергии переходят в механическую энергию (она возрастает).
Закон сохранения и превращения полной механической энергии
Работа неконсервативных сил равна изменению полной механической 
энергии тела (системы):
b W  =  Леконс- (4-4)
Неконсервативная сила -  сила, работа которой зависит от формы траек­
тории (и не определяется только конечной и начальной точками траектории)
или работа которой по замкнутой траектории не равна нулю -  ^ F d s  Ф 0 .
Среди всех неконсервативных сил выделяют диссипативные силы -  это 
силы, которые приводят к уменьшению механической энергии системы. К ним, 
например, относят силы трения и сопротивления.
Если же в замкнутой системе действуют только консервативные силы 
(такая система называется замкнутой консервативной системой -  з.к.с), то в ней 
выполняется закон сохранения механической энергии, который гласит: 
механическая энергия замкнутой консервативной системы остается 
постоянной з.к.с:
WM = const, AWM = 0. (4.5)
Применение законов сохранения импульса и механической энергии к 
анализу абсолютно упругого и неупругого столкновений.
1. Абсолютно неупругий удар -  это удар, в результате которого тела 
после соударения движутся вместе как единое целое. Пусть движущееся со 
скоростью ц  тело массой mi сталкивается с движущимся со скоростью б2
телом массой m2, в результате чего их скорость оказывается равной й  (рис. 4.1).
Если эти тела образуют замкнутую систему, то для нее можно записать 
закон сохранения импульса:
При таком ударе возникают неконсервативные силы (силы
сопротивления), которые переводят часть механической энергии
соударяющихся тел в тепловую энергию.
т1\51 + т 2и2 = (тх + т2)й, 
из которого следует, что скорость й  тел после удара будет
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тх +т2 т{ + т2
y j im ^ ) 2 + (m2u2)2 + 2/и1/и2и1и2 cos а  . (4.6)
(4.7)
где угол а  в выражениях (4.6) и (4.7) -  угол между векторами ц  и и2 .
Рис. 4.1
2. Абсолютно упругий центральный удар -  это удар, при котором, 
помимо закона сохранения импульса, выполняется также и закон сохранения
механической энергии. При таком ударе деформации тел, возникающие в 
момент соударения, после столкновения полностью исчезают. При 
центральном ударе тела до и после соударения движутся по одной прямой.
Пусть движущееся вдоль оси Ох со скоростью ui тело массой т\ 
сталкивается с движущимся вдоль (и1 > и2) или против оси Ох со скоростью 
и2 телом массой m2, в результате чего их скорости оказываются равными щ и 
й 2 (рис. 4.2). Используя для замкнутой системы, состоящей из двух тел, законы 
сохранения импульса и механической энергии, найдем проекции скоростей щ 
и и2 тел на ось Ох после их соударения:
Л „2  2 2т, и /и, и , тлщ т0щ  , 2 2ч , 2  2ч
+ ^  = ^  + _Ml ) = m2(M2 -U | ) = >
- u lx)(v{ +и1х) = т2(и2х -  и2х)(и2х + и2х); 
т Д  + п ф 2 = п щ  + => - и1х) = т2(и2х - о 2х).
Учитывая выражение (4.8), можно упростить формулу (4.7):
U1 +  UIX  ~  U2X  +  V2X  ^  U2X  ~  U\X  +  U1 _  V2X-
(4.8)
(4.9)
Подставляя и2х в (4.8), получим
Щ(У>1 -«1ч) = ™г(Щх + и1 -  и2ч -  °2ч).
«1ч -
тл
2Щ ^2 х+ (т1 ~ т2)^1 
тх +т2
Шп у.
и2х
+ (т2 -  т1)и2х 
тг +т2
Удар
Рис. 4.2
(4.10)
Задача 4.1. Небольшая шайба А соскальзывает без начальной скорости с
вершины гладкой горки высотой Н, имеющей горизонтальный трамплин
51
(рис. 4.3). При какой высоте h трамплина шайба пролетит наибольшее 
расстояние S  ? Чему оно равно?
Рис. 4.3
Из закона сохранения энергии, записанного для шайбы в точке А и в  
точке на трамплине, следует
J2
0 + mgH  = mgh + mu (4.11)
g{H  -К ) =— , 
и = j2 g ( H - h ) .
h = v 0t + g
t2 g t2
S  = v t = j2 g ( H  - h ) ^  = ? ф - Л ( Н  - h )  = 2 J h (H  -  h).
V & yjg
Найдем h, соответствующее Smax:
H - 2 h2 H - 2 h  
d h ~  ~ 2 2sjh{H - h ) ~  2^h{H  - h ) ’
H  = 2h^> h = H
(4.12)
(4.13)
(4.14)
^max “  H ’
Задача 4.2. На гладкой горизонтальной плоскости находятся два бруска с 
массами т\ и m2 , соединенные между собой пружиной жесткости к  (рис. 4.4). 
Брусок 2 переместили влево на небольшое расстояние х  и отпустили. Найти 
скорость и с центра масс системы после отрыва бруска 1 от стенки.
Рис. 4.4
При распрямлении пружинки на систему будет действовать сила F  со 
стороны стенки, импульс которой приводит к возникновению импульса 
системы. После отрыва бруска 1 от стенки импульс системы будет сохраняться:
Щ и20=(т1 + т2)и с . (4.15)
В выражении (4.15) учтено, что в момент отрыва бруска 1 его скорость 
о10 = 0. Механическая энергия в процессе движения так же сохраняется. Это 
значит, что в момент отрыва бруска 1 потенциальная энергия первоначально 
сжатой пружины целиком переходит в кинетическую энергию бруска 2:
Ьс2 _ щ и 20
2 2
Из (4.15) и (4.16) можно исключить о20, в результате получим
(4.16)
ос = х
yjkm2 
( щ + щ ) ’
Задача 4.3. Замкнутая система состоит из двух частиц с массами т\ и m2 , 
которые движутся под прямым углом друг к другу со скоростями \31 и и2 .
53
Найти в системе их центра масс: а) импульс каждой частицы; б) суммарную 
кинетическую энергию обеих частиц.
Согласно определению, скорость центра масс частиц можно вычислить 
по формуле
wijUj + m2u2Or (4.17)
ml +m2
Следовательно, импульс первой частицы в системе центра масс р хо :
/ miUl +m2u2. ^  ч 10Чр хо=тхих-  т2о0 = тх ( ц -LJ = ф х -  о2), (4.18)
тх + т2
где отношение ц :
тхт2
-  называется приведенной массой системы
тх + т 2 
рассматриваемых частиц.
Для импульса второй частицы в системе центра масс р 20 можно 
записать
-  771,6,+ т 96 9ч _
Рю = т2^ >2 -* ч и 0 =  т 2(о2----- —-- ^ - )  = ц(о2 -  ц ) .  (4.19)
тх+ т 2
Рис. 4.5
Из рис. 4.5. видно, что эти вектора противоположно направлены 
p lQ = - р 20, а длины этих векторов одинаковы и определяются, согласно (4.18) и
(4.19), выражением
|AoH£>o| = lWUl2 + U 2 •
Кинетическая энергия двух частиц в системе центра масс
2 2 l,J2 , „2
^  _ At) ! ^20 _  И » !  2
k 2 щ  2 щ  2
Задача 4.4. Система состоит из двух одинаковых 
цилиндров, каждый массы т, между которыми 
находится сжатая невесомая пружина жесткостью к 
(рис. 4.6). Цилиндры связаны нитью, которую в 
некоторый момент пережигают. При каких значениях 
А/ -  начальном сжатии пружины -  нижний цилиндр 
подскочит после пережигания нити?
Сжатая пружина сначала начнет удлиняться до 
тех пор, пока скорость верхнего тела не станет равной 
нулю. Пусть удлинение пружины при скорости равной нулю равно Ах. 
Запишем для этой ситуации закон сохранения полной механической энергии:
кЫ 2 кАх2
Рис. 4.6
+ mg(Al + Ах). (4.20)
2 2
Очевидно, что наименьшее растяжение пружины Ах, приводящее к 
отрыву цилиндра, определяется условием
кАх = mg. (4.21)
С учетом этого минимальное начальное сжатие А/ пружины, при котором 
нижний цилиндр оторвется от плоскости, может быть найдено из уравнения
(4.20).
Подстановка (4.21) в (4.20) приводит к квадратному уравнению
(4.22)
решение которого имеет вид
А/
3 mg
(4.23)
Выражение (4.23) определяет минимальное начальное сжатие пружины.
Задача 4.5. Пушка массы М  свободно скользит вниз по гладкой 
плоскости, составляющей угол а  с горизонтом. Когда пушка прошла путь /, 
произвели выстрел, в результате которого снаряд вылетел с импульсом р  в 
горизонтальном направлении, а пушка остановилась. Пренебрегая массой 
снаряда, найти продолжительность выстрела.
Ввиду отсутствия трения скорость пушки непосредственно перед 
выстрелом можно найти из закона сохранения полной механической энергии
(4.4) пушки при скольжении по наклонной плоскости (рис. 4.7):
v  = ^ 2 g ls m a  (4.24)
Система, включающая пушку и снаряд, не является замкнутой, так как на 
нее действуют внешние силы: сила реакции опоры N  и сила тяжести mg.
Запишем изменение импульса системы в проекциях на ось ОХ. 
Пренебрегая массой вылетевшего снаряда по сравнению с массой пушки, 
получим
р  cos а  -  Л/и = xMg sin а .  (4.25)
Подставим в (4.25) выражение (4.24) и выразим продолжительность 
выстрела т :
_ jucosa- s in a
X •
M g sin a  
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Задача 4.6. Частица массы т\ с импульсом р\ испытала упругое 
столкновение с покоившейся частицей массы п^. Найти импульс р[ первой 
частицы после столкновения, в результате которого она рассеялась под углом 
0 к первоначальному направлению движения.
Из закона сохранения импульса (4.1), используя теорему косинусов для 
треугольника (рис. 4.8.), находим
Рг = Р\ + Р[2 ~ ZPiPl cos 0, (4.26)
где р 2 -  импульс покоившейся частицы после столкновения.
Pi
Рис. 4.8
Из закона сохранения энергии (4.2) следует, что
Wki=Wki + W k, (4.27)
где Wki и W[2 -  кинетические энергии первой и второй частицы после 
столкновения. Преобразуем выражение (4.27) с помощью соотношения
W , =
2т
к виду Рг тг
(4.28)
Л
Далее, исключив р'2 из (4.26) и (4.28), получим
COS0± cos20 +  - 1
\
(4.29)
Щ
Если mi < m2, то физический смысл имеет только знак плюс перед корнем 
выражения (4.29), т.к. при этом условии корень будет больше, чем cos0, но 
р[ -  это модуль вектора, который не может быть отрицательным.
Если m i> m 2 , то физический смысл имеют оба знака перед корнем 
выражения (4.29) -  ответ в этом случае неоднозначен: под углом 0 импульс 
рассеянной частицы может иметь одно из двух значений (это зависит от 
относительного расположения частиц в момент соударения).
Задача 4 .7. Цепочка массы т = 1 кг и длины I = 1,4 м висит на нити, 
касаясь поверхности стола своим нижним концом. После пережигания нити 
цепочка упала на стол. Найти полный импульс, который она передала столу.
Разобьем цепочку на небольшие элементы длиной d x , масса которого
Jfl
dm = — dx. (4.30)
Запишем выражение для скорости тела свободно падающего с высоты х  
над столом, которое определяет скорость элемента непосредственно перед 
ударом о поверхность стола:
(4.31)
Импульс, передаваемый столу:
dp = vd m .
Подставим (4.30) и (4.31) в (4.32), получим
(4.32)
(4.33)
Интегрируя (4.33) по всей длине цепочки, найдем полный импульс, 
который передала цепочка столу при падении:
Р = \ —-sj2gxdx = — yj2g\yfxdx  = — -Jlgl = 3,5 кгм/с. (4.34)
о / I о I
5. Момент импульса. Закон сохранения момента импульса
Моментом импульса L  частицы массы т относительно данной системы 
отсчета называется векторная физическая величина:
L = [г ,р]  = т[г ,  б ] , (5.1)
где г и и -  радиус-вектор и скорость частицы в этой системе отсчета; j? -  ее 
импульс. Модуль момента импульса определяется выражением
L = m vrs in a , (5.2)
где а  -  угол между векторами г и б .  Размерность момента импульса, Дж-с, 
что, кстати, совпадает с размерностью постоянной Планка.
Поскольку момент импульса частицы определяется относительно
системы отсчета, то обычно вектор L  изображают выходящим из начала
координат этой системы.
Уравнение, описывающее изменение момента импульса со временем, 
называется уравнением движения момента импульса и имеет вид
где М  = [ r ,F ]  -  момент силы F , действующей на частицу, модуль которого
M  = ri7sinP, (5.4)
где Р -  угол между векторами г и б .
Если речь идет о вращательном движении вокруг некоторой точки О, то 
говорят, что модуль момента силы равен произведению модуля силы на ее 
плечо -  кратчайшее расстояние от линии действия силы до этой точки.
Из уравнения (5.3) следует, что L=  const, если М  = 0. А момент сил 
равен нулю в двух случаях (не считая тривиального г = 0 ) :  если F  = 0 
(свободная частица) и если Р = 0 (или я) -  частица находится в поле 
центральных сил. Это позволяет сформулировать закон сохранения момента 
импульса: момент импульса частицы есть величина постоянная, если 
частица свободна или находится в поле центральных сил.
Аналогично этот закон можно сформулировать для системы частиц или
тел.
Задача 5.1. Момент импульса частицы относительно некоторой точки О 
меняется со временем по закону L = a+ bt2, где а и Ъ постоянные векторы, 
причем а перпендикулярно Ъ . Найти относительно точки О момент М  силы, 
действующей на частицу, когда угол между векторами М  и L  окажется 
равным 45°.
Воспользуемся уравнением (5.3):
М  = —  = 2bt. (5.5)
dt
Для того чтобы найти нужный 
момент времени, рассмотрим рис. 5.1.
L
Пусть вектор а  будет направлен вдоль оси 
ОХ, а вектор Ъ -  вдоль оси OY. Как следует 
из выражения (5.5), вектор М  направлен 
вдоль оси OY, а это значит, что вектор L  
L x должен составлять угол 45° с этой осью.
Но в этом случае должно выполняться
Рис. 5.1 равенство L x  L y .
Поскольку из условия следует, что
Lx а , Ly b t ,
и мы получаем ответ:
м = ■ (5-6)
Модуль момента силы будет
М  = 2л[аЬ .
Задача 5.2. Небольшой шарик массы т, привязанный на нити длиной I к 
потолку в точке О, движется по горизонтальной окружности так, что нить 
вращается вокруг вертикальной оси с постоянной угловой скоростью со. 
Относительно каких точек момент импульса L  шарика остается постоянным? 
Найти модуль приращения момента импульса шарика относительно точки О за 
половину оборота.
Примем за начало системы координат точку О. В момент времени, 
соответствующий изображенному на рис. 5.2, вектор скорости и шарика 
направлен от нас, поэтому вектор его момента импульса L  лежит в плоскости 
чертежа и перпендикулярен радиус-вектору г  шарика (его модуль -  это длина 
нити /). В процессе вращения шарика вектор L  будет поворачиваться вокруг 
вертикальной оси, образуя боковую поверхность конуса (это называется 
прецессией вектора L), и через половину оборота картина на рис. 5.2 совершит 
поворот на 180°. Таким образом, приращение момента импульса шарика будет 
определяться вектором A L , изображенным на этом рисунке. Как видно из 
чертежа, модуль этого вектора
AL = 2Lsina.
Воспользуемся формулой (5.2):
L  =  m u r s in 9 0 °  =  т Ы  = m&Rl =  m oo/2 c o s  а
и получим
AL  =  2 L s i n a  =  2m co/2 s in  a  c o s  a  =  m oo/2 s in  2 a .  (5.7)
Это выражение позволяет ответить на первый вопрос задачи:
относительно каких точек момент импульса L  шарика остается постоянным? 
Если L = const, то AL= 0, а это возможно, если a  =  0. Таким образом, момент 
импульса шарика не меняется относительно единственной точки -  точки О'.
Рис. 5.2
Нам осталось вспомнить тригонометрию и ответить на второй вопрос. 
Для этого прежде всего учтем, что шарик движется по окружности -  то есть 
движется с центростремительным ускорением, которое сообщают ему реально 
действующие на него физические силы. Таких сил две -  сила тяжести m g  и
сила натяжения нити Т . Их равнодействующая направлена к центру
окружности, по которой движется шарик -  к точке О' (рис. 5.2), а по величине 
она равна m g c tg a .
Тогда по второму закону Ньютона
mco2l? = m gctga ,
a>2/cosa= gctga ,
2 , w a u - n i - i  / 2,1 ?s in a  = - ^ - , co sa  = J l - ( ^
со / V \ / a r t
и мы п о л заем  ответ:
AL = 2m(oI2sm acosa =  ^ ^ J l - ^ £ / /2jj * (5-8)
Задача 5.3. На гладкой горизонтальной поверхности движется небольшое 
тело массы т9 привязанное к нерастяжимой нити, другой конец которой 
втягивают в отверстие О (рис. 5.3) с постоянной скоростью. Найти силу 
натяжения нити в зависимости от 
расстояния г  тела до отверстия, 
если при г  = го угловая скорость 
нити была равна ©о.
Сила F , действующая на 
тело, является центральной, 
поэтому при решении этой задачи мы используем закон сохранения момента 
импульса, который запишем в виде
L  =  L 0 , (5.9)
где L  — момент импульса тела на расстоянии г  от точки О;
Ь 0 — момент импульса тела на расстоянии Го от точки О.
С учетом формулы (5.2):
L  = m vr  s in  90° = mcor2, L0 = m(O0r02 ,
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После подстановки этих выражений в формулу (5.9) получим
Сила натяжения нити играет роль центростремительной силы, поэтому
(5.10)
Задача 5.4. Частица движется по замкнутой траектории в центральном
константа; г -  расстояние от частицы до центра поля. Найти массу частицы, 
если наименьшее расстояние ее до центра равно Г\, а скорость на наибольшем 
расстоянии х>2.
Центральное поле -  поле потенциальное, поэтому наряду с законом 
сохранения момента импульса выполняется и закон сохранения механической 
энергии:
силовом поле, где ее потенциальная энергия Wp =kr , к — положительная
тохгх = пю2г2, (5.11)
f  кг2 . (5.12)
Из уравнения (5.11) выразим V; и подставим в (5.12):
6. Динамика твердого тела
Уравнение динамики твердого тела, вращающегося вокруг закрепленной 
оси, направление которой совпадает с осью z, имеет вид
(6.1)
at
где Lz -  проекция момента импульса тела на эту ось; Mz -  проекция на ось 
момента силы, действующей на это тело.
В случае тела конечных размеров проекцию его момента импульса на ось 
z  можно записать в виде
LZ = I Z ©, (6.2)
где со -  угловая скорость вращения тела; Iz — момент инерции тела 
относительно оси вращения.
Величина Iz является мерой инертности тела при вращательном движении 
и зависит не только от массы тела, но и от его формы и размеров. Кроме того, Iz 
также зависит от распределения массы по объему тела и определяется 
формулой
I z = \  R 2d m . (6.3)
v
Физический смысл этой формулы заключается в следующем. Тело 
объемом V мы мысленно разбиваем на множество элементарных объемов dV, 
каждый из которых имеет массу dm. R -  это расстояние от данного объема до 
оси вращения. Поэтому интеграл в формуле (6.3) зависит от распределения 
массы по объему тела и, конечно, от его размера и формы.
Подставляя выражение (6.2) в (6.1), мы получаем уравнение динамики 
вращательного движения твердого тела в виде
IZ —  = M Z. (6.4)
2 dt 2
Кинетическая энергия тела, совершающего вращательное движение 
вокруг закрепленной оси, определяется по формуле
Wk = (6.5)
2
В заключение обсудим один важный практический момент. Вычисление 
момента инерции тела по формуле (6.3) не всегда представляет собой легкую 
задачу, особенно в том случае, если положение оси вращения выбрано 
произвольно. Эта задача однако значительно упрощается, если ось вращения
давно посчитаны и даже приведены в виде таблиц. Как быть? На помощь нам 
приходит теорема Штейнера:
где т -  масса тела; а — расстояние между осью симметрии и параллельной ей 
осью вращения.
Задача 6.1. Однородный диск радиуса R имеет круглый вырез (рис. 6.1). 
Масса оставшейся (незаштрихованной) части диска равна т. Найти момент 
инерции такого диска относительно оси, перпендикулярной к плоскости диска 
и проходящей через точку О.
Для начала вычислим момент инерции сплошного диска относительно 
оси, перпендикулярной к плоскости диска и проходящей через точку О. Его 
массу М  можно легко найти из следующих соображений:
совпадает с осью симметрии тела. Эти моменты инерции (а их обозначают 1^)
I z =I°z + m a \ (6.6)
М  =т + т\
где т — масса вырезанной части; р -  масса единицы
М  = —т.  
3
\ 2 )  4 4
(6.7)
площади диска.
Рис. 6.1
Этот диск можно представить в виде множества бесконечно тонких 
колец, одно из которых изображено на рис. 6.2. Оно имеет радиус г  и толщину 
dr, и его массу можно записать в виде
dm = p l n r d r .
Используя формулу (6.3), получим
R
I® = J г 2 dm = J p2nr3dr = 
о
= -ртгД4 = -M R 2 = - m R 2. (6.8)
2 2 3
Обратите внимание на индекс «О» у 
момента инерции -  он говорит о том, что 
это момент инерции относительно оси, 
проходящей через центр масс этого 
сплошного диска.
Этот момент инерции можно 
представить в виде суммы /z°=/z+/z', где
/z -  момент инерции заштрихованной части диска (рис. 6.1); / /  -  момент 
инерции его вырезанной части относительно точки О. Для того чтобы найти /z', 
применим теорему Штейнера (6.6):
= -m 'R 2, 
8
(7°)где у  z ) -  момент инерции вырезанной части относительно ее центра. 
Массу т '  найдем из соотношений (6.7):
' ы  4  1т = М  - т  = — т - т  = — т.
3 3
/ г0\ г(я ' ) 1 , (я ' )
1
f ( R \/ ,  + т --- = —т --- + т —V 2 U J 2 U J
Таким образом,
' 1 ? 7Z = -m R 2,z 8
и окончательно получаем
4  = 4° - 4  = —mR2 - -m R 2 = — mR2. (6.9)
z z z 3 8 24
Задача 6.2. На ступенчатый блок 
(рис. 6.3) в противоположных направлениях 
намотаны две нити. На конец одной
действуют постоянной силой F , а к концу 
другой нити прикреплен груз массы т. 
Известны радиусы блока R\ и R2 и его момент 
инерции I  относительно оси вращения. Найти 
угловое ускорение блока. Трения нет.
Рис. 6.3
На блок действуют две силы. С первой
все ясно -  это сила F. А вот со второй надо 
разобраться. Типичная ошибка заключается в 
том, что за вторую силу принимают силу 
тяжести m g . А это не так. Чтобы дать правильный ответ, посмотрим на силы,
действующие на груз. Таких сил две -  сила тяжести и сила натяжения нити Т . 
И они не равны, ведь их равнодействующая сообщает телу ускорение. Они 
будут равны только в том случае, когда тело покоится или равномерно
движется. Сила натяжения действует и на тело, и на блок ( Т ), и по третьему 
закону Ньютона T' = - f .
Будем считать, что груз опускается, то есть блок вращается по часовой 
стрелке. Это значит, что вектор угловой скорости со направлен вдоль оси 
вращения от нас. Направим туда же и ось z. Тогда в проекции на эту ось 
уравнение (6.4) можно записать в виде
r d(0 Д ЛI —  — М- 
dt
У,7  5 (6.10)
где MEz =MFz+MTz -  алгебраическая сумма проекций моментов сил F  и Т  на 
ось z. Разберемся со знаками этих проекций. Сила F  стремится повернуть блок 
против часовой стрелки, следовательно, проекция ее момента MFz на ось z  будет 
отрицательной. Проекция момента MTz будет положительной, так как эта сила 
стремится повернуть блок по часовой стрелке. Таким образом, уравнение (6.10) 
принимает вид
I —  -  -F R X + TR2 . 
dt 1 2
Учитывая, что угловое ускорение (3 = , получим
dt
I$  = -F R l + TR2. (6.11)
Для описания поступательного движения груза используем второй закон 
Ньютона. В проекции на ось х  он принимает вид
та = mg - Т .  (6.12)
Между ускорением а  и угловым ускорением Р существует простая связь, 
которую легко получить, продифференцировав по времени равенство V =  C0i?2;
d v  dco _
—  = — R j , то есть a - p R 7. 
dt dt 2 2
Таким образом,
Т -  mg -  mfiR2,
и подставляя это выражение в формулу (6.11), мы получим окончательный 
результат
( 6 1 3 )
I  + mR2
Задача 6.3. Однородный диск массы m и радиуса R раскрутили до 
угловой скорости соо и осторожно положили на горизонтальную поверхность. 
Сколько времени диск будет вращаться на поверхности, если коэффициент 
трения равен р? Какую работу совершила при этом сила трения?
Разобьем диск на множество бесконечно тонких колец подобно тому, как 
мы сделали это в задаче 6.1 (рис. 6.2), и рассмотрим одно из них, имеющее 
радиус г  и толщину d r .  Его массу можно записать в виде
d m  =  p d S  =  p 2 n r d r , 
где d S  -  площадь кольца (она заштрихована на рис. 6.2), а р имеет смысл
массы, приходящейся на единицу поверхности диска (р  = т/  2 )•
/  71R
Тогда сила трения dFw , действующая на это кольцо, будет
dFTp = [idmg = \igp2nrdr,
а ее момент относительно оси вращения определится по формуле
dM T = dF ^r = pgp lnr d r .
Интегрируя это выражение, мы найдем модуль результирующего 
момента сил трения, действующих на этот диск:
R 2 2
M w = j\xgp2nr2dr = -pgp7 i^3 = -\im gR  . (6.14)
о 3 3
Воспользуемся уравнением (6.4) динамики вращательного движения
Т d(0 ил
перепишем его в виде
и проинтегрируем:
d  сэ =  — - d t
h
Jo
Момент инерции диска относительно оси, проходящей через его центр:
(эту формулу мы получили, решая задачу 6.1). Проекция момента сил трения на 
ось z  отрицательна (силы трения тормозят вращение диска), то есть Mz = -М тр.
В итоге
4\ig
Ответ на второй вопрос этой задачи получить очень легко, если 
вспомнить теорему о кинетической энергии: изменение кинетической энергии 
тела равно работе сил, действующих на это тело:
ATp=AWk = 0 -W t0 = - ^ -  = ~ m R 2a>20. (6.15)
Смысл знака минус в этом выражении понятен -  работа сил трения 
отрицательна.
Задача 6.4. Гладкий однородный стержень АВ  массы М  и длины / 
свободно вращается с угловой скоростью ©о в горизонтальной плоскости 
вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через его конец А. Из 
точки А начинает скользить по стержню небольшая муфта массы т. Найти 
скорость 1У муфты относительно стержня в тот момент, когда она достигнет 
его конца В.
Обсудим условие этой задачи. Стержень вращается свободно -  значит, 
выполняется закон сохранения момента импульса. Запишем его вначале в 
общем виде:
4  =4z> (6Л6)
где L0z -  проекция момента импульса стержня на ось вращения в начальный 
момент времени. Момент импульса муфты при этом равен нулю, так как она 
находится на оси вращения. Воспользуемся формулой (6.2): L0z -  / zco0. Момент
инерции стержня относительно оси, проходящей через его центр, известен (это
относительно оси, проходящей через конец стержня, применим теорему 
Штейнера (см. формулу (6.6)):
L z -  проекция момента импульса системы «стержень плюс муфта», когда 
муфта достигла конца стержня В. Ее можно представить в виде двух 
слагаемых:
угловая скорость вращения стержня;
проекция на ось вращения момента импульса муфты.
Для того чтобы вычислить обратим внимание на то, что скорость 
муфты имеет две составляющие -  вместе со стержнем муфта вращается вокруг 
оси и, кроме того, она движется вдоль стержня, удаляясь от точки А. Вклад этой 
радиальной составляющей скорости в момент импульса (см. формулу (5.2)) 
будет равен нулю, так как ее направление совпадает с радиус-вектором муфты
относительно оси вращения. Поэтому в конечном положении Lш = mol = rmol . 
Итак, получаем
Подставим формулы (6.18) и (6.19) в равенство (6.16) и найдем конечную 
угловую скорость вращения стержня (муфта дошла до конца В):
табличная формула): /° = • Для того чтобы найти момент инерции
( 1Л2 1 
I Z =I°Z + M  -  = - М 2 .
z U )  з
(6.17)
Поэтому
(6.18)
где Lzc -  проекция момента импульса стержня, Lzc = М12са, где СО -  конечная
(6.19)
В системе отсутствуют силы трения -  это значит, что мы можем 
применить закон сохранения механической энергии, записав его в виде
Що = Wk +Wkm. (6.21)
Физический смысл этого равенства заключается в следующем: кинетическая 
энергия стержня в начальный момент времени равна сумме кинетических 
энергий стержня и муфты в конечный момент.
Итак,
т4©о —
2 ' Л 2 ' Л"‘ 2
( ш ¥ + о 2)
Подставим эти формулы в равенство (6.21), учтем (6.17) и (6.20) и 
преобразуем его:
4<х>о = 4 со2 + т(ю212 + и2 j , 
mu'2 = 4®о -  ( 4  + т12) 0)2 »
mu'2 = ^M /2cOg - 1 - M lA + ml1 2 ■ -*l2 
3 у
COq
'  3m V 1 +
v M
t2 2mu = - M l  con 
3 0
1
1 + 3m
M
и = ©о/
ф  + 3т/
(6.22)
M
Задача 6.5. Двум дискам одинакового радиуса сообщили одну и ту же 
угловую скорость ©о (рис. 6.4), а затем привели в соприкосновение, и система 
через некоторое время пришла в новое установившееся состояние движения.
Оси дисков неподвижны, трения в осях нет. Моменты инерции дисков 
относительно их осей вращения 1\ и /2. Найти:
а) приращение момента импульса системы;
б) убыль ее механической энергии.
Анализируя условия этой задачи, можно сделать 
несколько предварительных выводов. Если моменты 
инерции одинаковы, то в установившемся состоянии 
эти диски просто остановятся. Если они отличаются 
(допустим, / 1 > / 2), то в установившемся состоянии 
первый диск будет вращаться в ту же сторону, но с меньшей угловой скоростью 
(обозначим ее со). Таким образом, изменение его угловой скорости будет равно 
по модулю |Ашх | = <о0 - ю .  Второй диск изменит направление своего вращения.
Это значит, что направление вектора со изменится на противоположное, а его 
проекция на ось сменит знак. Поэтому изменение его угловой скорости будет 
равно по модулю |Асо2| = оо0 + со.
По третьему закону Ньютона модули сил трения, действующих на эти 
диски при их соприкосновении, равны, а значит, равны и моменты этих сил:
М тр1 м тр2 . Воспользуемся уравнением (6.4) и перепишем его в виде
Acoj
At
Доо,
At
/i(<Oo-<o) = / 2(©o + o)>
со = со0h z l i
/ 1 + / 2
(6.23)
Теперь мы можем ответить на первый вопрос задачи: приращение 
момента импульса системы мы найдем по формуле
AL = L s q 5 (6.24)
где L xо -  суммарный момент импульса системы до соприкосновения.
^ЕО -  А>1 +  А )2  “  А Ю0 +  ^2Ю0 “  ( А  +  ^2 ) Ю0 • (6.25)
L Е -  суммарный момент импульса системы после соприкосновения, то есть в 
установившемся состоянии
Знак минус в этой формуле появился по вполне понятной причине -  
вектор СО у второго диска изменил свое направление, и соответственно его 
проекция на ось изменила знак.
Подставляя эти формулы (6.25), (6.26) и (6.23) в выражение (6.24), получим
Задача 6.6. Вертикально расположенный однородный стержень массы М  
и длины I может вращаться вокруг своего верхнего конца (рис. 6.5). В нижний 
конец стержня попала, застряв, горизонтально летевшая пуля массы т, в 
результате чего стержень отклонился на угол а. Считая т «  М, найти:
а) скорость летевшей пули;
б) приращение импульса системы «пуля-стержень» за время удара; 
какова причина изменения этого импульса?
в) на какое расстояние х  от верхнего конца стержня должна попасть пуля, 
чтобы импульс системы «пуля-стержень» не изменился в процессе 
удара?
Эта задача напоминает типичные задачи, решаемые с использованием 
законов сохранения импульса и механической энергии: пуля попадает в шар, 
висящий на длинной нити, шар отклоняется и так далее. Отличие данной задачи 
в том, что стержень при попадании в него пули совершает поворот
— Li + L2 — /[(о / 2со —(/j ? 2 • (6.26)
(6.27)
Убыль механической энергии этих дисков найти очень легко:
(6.28)
относительно оси вращения и мы должны применять законы вращательного 
движения.
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Рис. 6.5
Система «пуля-стержень» не является замкнутой: помимо сил,
уравновешивающих друг друга, в процессе движения пули в стержне возникает 
горизонтальная составляющая силы реакции в точке О. По этой причине мы не 
можем применить закон сохранения импульса при описании этого процесса. Но 
закон сохранения момента импульса мы использовать можем -  момент силы 
реакции относительно точки О  равен нулю. Итак,
^п ~ ^ С ’
1 ’ п2.Ln =  m o l , L c = I(o  =  - M l  со,
СО:
Зто 
M l '
(6.29)
Поясним обозначения, использованные в этих формулах: Ln -  момент 
импульса пули перед ее попаданием в стержень (мы определили его по 
формуле (5.2)); Lc -  момент импульса стержня после попадания пули (мы 
определили его по формуле (6.17)). В это выражение не входит момент инерции
пули в стержне относительно оси вращения, поскольку по условию задачи 
т «  М .
По закону сохранения механической энергии
/ю 2
= Mgh, (6.30)
2
где слева стоит выражение для кинетической энергии стержня после попадания 
в него пули, а справа -  потенциальная энергия стержня в момент его 
максимального отклонения от положения равновесия; h -  высота, на которую 
поднялся центр масс стержня. Ее можно определить следующим образом 
(рис. 6.5):
h = — cosa  = /sin2 —. (6.31)
2 2 2
Подставляя формулы (6.29) и (6.31) в выражение (6.30), мы получаем 
ответ на первый вопрос задачи:
u = ~ v T g / s i n T ‘ (6 ,3 2 )т V 3 2
Мы уже отметили, что система «пуля-стержень» не является замкнутой: в 
процессе движения пули в стержне возникает горизонтальная составляющая 
силы реакции в точке О, поэтому и импульс этой системы будет меняться в 
ходе процесса. Будем искать изменение импульса по формуле
&Р = Р с~Р п’ (6-33)
где р п — импульс пули до столкновения: р п=т\); р с -  импульс стержня после 
попадания пули. Этот импульс можно легко найти, если представить стержень 
в виде множества материальных точек, каждая из которых движется со своей 
скоростью. Известно, что суммарный импульс такой системы равен импульсу 
материальной точки, масса которой равна сумме масс всех частиц системы (в 
нашем случае это М )  и которая движется со скоростью центра масс Vc этой
системы частиц. Центр масс стержня находится на расстоянии 1/2 от оси
вращения, поэтому Ис=(о//2. С учетом формулы (6.29):
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Таким образом,
Ър = Рс~Рп= - m v  = s i n ^ . (6.35)
Мы ответили на второй вопрос задачи, но полученный результат требует 
дополнительного обсуждения, и вот почему. В результате удара пули импульс 
системы «пуля-стержень» увеличился. Почему это произошло и не 
противоречит ли это известному утверждению о том, что при неупругом 
столкновении кинетическая энергия системы уменьшается, так как часть ее 
переходит во внутреннюю энергию? Прежде всего проверим справедливость 
этого утверждения в нашем случае. До столкновения кинетическая энергия 
системы «пуля-стержень» определялась кинетической энергией пули:
w  = —гг к.п 2
После столкновения кинетическая энергия системы «пуля-стержень» 
определяется кинетической энергией стержня:
Ж =
/со2 3 m V
кс 2 2 М
При выводе этой формулы мы воспользовались выражением (6.29). 
Найдем изменение кинетической энергии системы при этом столкновении:
A W  =W  - W  = —r r K . C  frK.n
2 ^3 т ^
1
М  у2
Учитывая, что т « М ,  мы приходим к выводу, что A WK< 0, как того и 
следовало ожидать.
Кстати, строгий расчет (без упрощающего предположения т « М) 
приводит к аналогичному результату:
Нам осталось ответить на последний вопрос задачи: на какое расстояние 
X от верхнего конца стержня должна попасть пуля, чтобы импульс системы 
«пуля-стержень» не изменился в процессе удара. Для этого учтем, что если 
импульс системы «пуля-стержень» не изменился в процессе удара, то 
Ар = р с -  р п - 0 , то есть р с -  р п . Импульс пули остался тем же самым, а вот 
импульс стержня изменился -  ведь теперь пуля попала в другую его точку. Для 
того чтобы найти его, повторим вкратце некоторые прежние вычисления:
Если импульс системы «пуля-стержень» не изменился, то горизонтальная 
составляющая силы реакции в точке О  в процессе удара равна нулю. Это 
означает, что при таком попадании пули ось вращения не почувствует 
«отдачу».
Вначале сделаем несколько вводных замечаний. Неинерциалъными (НСО) 
называются системы отсчета (СО), которые двигаются с ускорением 
относительно инерциалъных (ИСО). Ускорение, с которым тело движется 
относительно ИСО, определяется только реальными физическими силами и
Зт ш
21 ’
Зт ш
х = —1. 
3
(6.36)
7. Неинерциальные системы отсчета
поэтому оно одинаково во всех ИСО. Оно называется абсолютным и 
обозначается а0. Ускорение, с которым НСО движется относительно ИСО, 
называется переносным и обозначается а. Ускорение, с которым тело движется 
относительно НСО, называется относительным. Оно обозначается а' и 
определяется формулой а’ - а 0 -  а.
В НСО тела ведут себя так, как если бы на них действовали не только 
реальные физические силы, но и силы инерции. Эти силы обладают рядом 
особенностей:
• силы инерции существуют только в НСО. Их нельзя использовать в ИСО, 
так там они просто отсутствуют;
• силы инерции нельзя ставить в один ряд с такими реальными 
физическими силами, как силы упругости, тяготения и т.д. Силы инерции 
обусловлены свойствами соответствующей НСО, и в этом смысле их 
можно назвать фиктивными.
Введение сил инерции не является принципиально необходимым, так 
как любое движение можно рассмотреть относительно ИСО. Однако 
использование сил инерции позволяет в ряде случаев более просто решить 
задачу.
Чаще всего в задачах встречаются НСО, связанные с вращающимися 
телами -  дисками, стержнями и т.д. Их называют вращающимися СО. В этих 
СО действуют силы инерции двух видов -  центробежная сила и сила 
Кориолиса.
Центробежная сила действует на все тела во вращающейся СО. Она всегда 
направлена от оси вращения и равна по величине:
Fu6 = meet2 г , (7.1)
где т -  масса тела; со — угловая скорость вращения СО; г -  расстояние от тела 
до оси вращения.
Сила Кориолиса действует только на те тела, которые двигаются 
относительно вращающейся СО. В векторном виде ее можно записать так:
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Fk = 2 т[и ',ю ],
где l ) ' — скорость тела относительно вращающейся СО. 
В скалярном виде эта формула принимает вид
Fk -  2rao'cDsina, 
где a -  угол между векторами о' и й .
(7.2)
(7.3)
Задача 7.1. Муфточка А может свободно скользить 
вдоль гладкого стержня, изогнутого в форме полукольца 
радиуса R (рис. 7.1). Систему привели во вращение с 
постоянной угловой скоростью О) вокруг вертикальной 
оси 00". Найти угол 0, соответствующий устойчивому 
положению муфточки.
Решим эту задачу в системе отсчета, связанной с 
вращающимся стержнем. В этой системе отсчета муфта Рис. 7.1
покоится, следовательно, равнодействующая всех сил, 
действующих на нее, равна нулю. В этой вращающейся СО на муфту
действуют три силы (рис. 7.2): сила тяжести m g , сила реакции опоры N  и
центробежная сила i ^ .  Из рис. 7.2 следует, что в 
состоянии равновесия к
кцб _
mg
tgQ. (7.4)
О оРф = т о г  = т о  7?sin0.
Поэтому
(o2R  sin0 sin0
(7.5)
g  COS0
Первое решение находим сразу: 0 =  0. Здесь Рис. 7.2
все понятно: если муфта находится на оси вращения в точке О ’, то 
центробежная сила равна нулю, а силы тяжести и реакции опоры 
компенсируют друг друга.
Но возможно и второе решение. Если 0 ^ 0 ,  то равенство (7.5) можно 
записать в виде
SCOS0
со 2R
(7.6)
Это решение возможно, если со R > g  (косинус не может быть больше 
единицы). Итак, подведем итоги. Если угловая скорость вращения невелика
( ю < V / Л  т0 мУФта находится на оси вращения в точке (У, и это положение 
устойчивого равновесия муфты.
При увеличении угловой скорости ( с о ) возможны два положения
равновесия -  неустойчивое при 0 =  0 и
|
4 устойчивое при угле
р-
0 = a rc c o s^ —.
со2R
(7.7)
Рис. 7.3
Поэтому
Эту задачу, между прочим, можно 
было бы решить, не переходя в НСО. 
Действительно, в инерциальной СО на 
муфту действуют две реальные 
физические силы -  сила тяжести и сила 
реакции опоры. Их равнодействующая 
направлена к оси вращения и играет роль 
центростремительной силы (рис. 7.3).
Fnc=mgtgQ,
Рцс = ты2 г = mco2i?sin0
(дальше см.формулу (7.5)).
Этот пример иллюстрирует то, о чем мы говорили в начале этого 
раздела -  введение сил инерции не является принципиально необходимым, так 
как любое движение можно рассмотреть относительно ИСО.
Задача 7.2. Горизонтально расположенный гладкий стержень АВ 
вращают с угловой скоростью со = 2,00 рад/с вокруг вертикальной оси, 
проходящей через его конец А (рис. 7.4). По стержню свободно скользит 
муфточка массой т равной 0,50 кг, движущаяся из точки А с начальной 
скоростью Uq =100 м/с. Найти действую- |
щую на муфточку силу Кориолиса (в i
1 i
системе отсчета, связанной с вращающимся
На муфту в НСО, связанной со стержнем, действуют две силы инерции -  
центробежная и сила Кориолиса (см. рис. 7.4). Скорость муфты и' 
увеличивается под действием центробежной силы, и мы можем найти ее 
значение на расстоянии г  от оси вращения, используя теорему о кинетической 
энергии:
где А цб — работа центробежной силы, которую можно посчитать обычным 
способом:
стержнем) в момент, когда муфточка 
оказалась на расстоянии г = 50 см от оси 
вращения.
Рис. 7.4
пю'2 пю’пV rnuQ _
2 2
\ &= \F ^ d r  = \mm2rdr
Г Г
О О
Таким образом,
u' = Vuo2 + co V  ,
и, воспользовавшись формулой 
(7.3), мы получаем ответ:
со Fk = 2mwTujf + ro V  . (7.8)t .
Рис. 7.5
Задача 7.3. На экваторе с высоты h = 500 м на поверхность Земли падает 
тело (без начальной скорости относительно Земли). Пренебрегая 
сопротивлением воздуха, найти, на какое расстояние и в какую сторону 
отклонится от вертикали тело при падении.
При падении тела на него начинает действовать сила Кориолиса, 
направленная на восток (рис. 7.5), и под ее действием тело отклонится от 
вертикали в ту же сторону.
Учитывая, что высота тела над поверхностью земли невелика, можно 
считать поле тяготения однородным и принять ускорение свободного падения 
равным g  . Тогда и' = g t , и силу Кориолиса можно записать в виде
Нам осталось найти, на какое расстояние отклонится от вертикали тело
Fk -  2таю' = Im & gt.
Эта сила сообщает телу горизонтальное ускорение
F, „ 
а = —  = 2о)gt.
т
Найдем горизонтальную составляющую скорости тела
t
u'rop= \a d t = a g t2 .
о
при падении с высоты h (время падения определится по формуле
п п ^
s  = J  u'ropdt = J  <s>gt2dt = -Gigtl =
о о
= з ш*
^ 2 /л  2
k S j
2 , 2Л= —соп —  =24 с м .
3 V ^
Задача 7.4. На гладкой горизонтальной поверхности лежит однородный 
стержень массы m = 5,0 кг и длины I = 90 см. По одному из концов стержня в 
горизонтальном направлении, перпендикулярном к стержню, произвели удар, 
импульс силы которого J  = 3,0 Н е. Найти силу, с которой одна половина 
стержня будет действовать на другую в процессе движения.
По концу стержня произвели удар 
(рис. 7.6), и он пришел в движение. Центр масс 
стержня (точка О) будет двигаться равномерно и 
прямолинейно, а сам стержень будет вращаться 
относительно центра масс. С этим вращением 
связано появление момента импульса L стержня 
относительно точки О. Его можно вычислить, 
используя уравнение движения для момента 
импульса (5.3), которое в данном случае можно 
записать так
—- = М ,
At
AL = M A t,
L = J —. 
2
О
J
Рис. 7.6
(7.10)
При выводе этой формулы мы учли, что AL = L —L 0 = L  — 0 = L  5 
момент М  силы, подействовавшей на стержень при ударе, равен произведению
силы F  на ее плечо (оно равно 1/2), и, наконец, произведение силы F  на время 
ее действия At и есть импульс силы J :
М  = F - A t  = J ~ .
2 2
Вспомним, что L = /со (см. формулу (6.2)), где со -  угловая скорость 
вращения тела; /  — момент инерции тела относительно оси вращения -  в 
данном случае это точка О. Момент инерции стержня относительно оси, 
проходящей через его центр, равен /  = т^2 • Подставляя эти выражения в
формулу (7.10), мы найдем угловую скорость вращения стержня:
<о = Ц .  (7.11)
ml
Свяжем со стержнем систему отсчета, вращающуюся с этой угловой 
скоростью, и центр ее совместим с точкой О. В этой НСО на каждую половинку 
стержня будет действовать центробежная сила. Это и будет сила, с которой 
одна половина стержня будет действовать на другую в процессе движения. 
Чтобы найти ее, разобьем стержень на множество бесконечно малых частей 
(рис. 7.7), и рассмотрим одну из них, имеющую длину d r  и находящуюся на 
расстоянии г  от точки О. Ее масса
dm -  — d r ,
I
и на нее действует центробежная сила
dF ^  = dm&2r =— (£>2 г d r .
/
Нам осталось проинтегрировать это выражение и получить ответ:
? т 2 j  т 2 1 Г О 2 9 J 2 F  = [ —со rdr = —со — — = ------ . (7.12)
J0 / / 2 l 2 j  2ml
Задача 7.5. Горизонтальный гладкий диск вращают с постоянной угловой 
скоростью со вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через его
центр, -  точку О. Из этой точки в 
момент t = О пустили шайбу
К
г drI I
I I I I I IО I
массы т. со скоростью и0 . Найти ж
момент импульса шайбы L(t)
Рис. 7.7
относительно точки О в системе
отсчета, связанной с диском. Убедиться, что момент импульса обусловлен 
действием силы Кориолиса.
Прежде чем мы начнем решать эту задачу, обратим внимание вот на что. 
Диск гладкий, то есть трение отсутствует. Это значит, что с точки зрения 
наблюдателя, находящегося рядом с диском, шайба будет двигаться от центра 
диска по радиусу равномерно и прямолинейно со скоростью и0.
Совершенно по-другому будет выглядеть движение шайбы с точки 
зрения наблюдателя, находящегося на диске (и вращающегося вместе с ним). С 
его точки зрения шайба будет удаляться от центра диска, двигаясь по спирали. 
При этом ее скорость и' относительно диска будет иметь две составляющие 
(рис. 7.8):
где Uj_ -  поперечная составляющая скорости шайбы относительно диска. Она 
равна скорости, с которой вращаются точки диска, находящиеся на расстоянии 
г  от точки О. Ее величина равна и± = сог, а в векторном виде ее можно записать 
так:
Знак минус в этой формуле появился потому, что относительно точек 
диска шайба движется по часовой стрелке (вектор ее угловой скорости 
противоположен вектору СО).
и' = и0 + и± , (7.13)
б± = -[ш ,г]. (7.14)
Ну а теперь приступим к 
решению задачи. Убедиться в 
том, что момент импульса 
обусловлен действием силы 
Кориолиса, можно очень просто. 
Достаточно записать уравнение 
движения для момента импульса
(5.3):
dL
где =Fn6 +Fk . 
Тогда
dL
dt =[?> {Кб+h) ] = Кь ] + h ] = \j>h ] • (7-15)
Первый член суммы в правой части обращается в нуль, так как векторы г 
и Ёф сонаправлены, а окончательное выражение и есть момент силы
Кориолиса М к, действующей на частицу, относительно оси вращения.
Займемся вычислением момента импульса шайбы относительно точки О в 
системе отсчета, связанной с диском:
L  = m[F,u'] = m [r ,(u 0 + y1 )] = m [r,u 0] + m[r,D1 ] = m[r,D1 ] =
= -m[r,[c5,r]] = -m(c5r2 -r(Fc5)j = -m r2c5.
В этих преобразованиях мы учли, что [г,и 0] = 0, так как эти векторы 
сонаправлены, и (гс5) = 0 , так как эти векторы взаимно перпендикулярны.
Расстояние г  шайбы от точки О изменяется со временем по закону 
г  =  Dot, поэтому окончательно получаем
i  = - r m l t2&. (7.16)
Чтобы еще раз убедиться в том, что момент импульса обусловлен 
действием силы Кориолиса, посчитаем в явном виде правую и левую части 
равенства (7.15):
Проводя эти расчеты, мы учли, что (Я5± ) = 0 , так как эти векторы
взаимно перпендикулярны, и (F60) = ги0, поскольку эти векторы
сонаправлены. И, наконец, взяв производную по времени от момента импульса
(7.16), получим
Кинематические эффекты
В рамках релятивистской механики изучаются процессы, протекающие со 
скоростями, сопоставимыми со скоростью света, и это приводит к 
необходимости учета положений специальной теории относительности (СТО) и 
ее результатов. Отметим некоторые из них. Вначале рассмотрим 
кинематические эффекты СТО.
Переход из одной инерциальной системы отсчета (ИСО) к другой 
осуществляется при помощи преобразований Лоренца:
М к = [ / Д  ] = 2 m [r ,[u ',c5 ]] = 2m(v'(ra>) -  ю(ЯЗ')) 
= -2 m c 5 (r (u 0 +  d ± ))  =  -2m c5ru 0 =  •
dL
dt
Что, в общем, итак было понятно.
8. Релятивистская механика
x  — Vt
х
z  = z  , z = z , (8 .1)
В этих формулах штрихованные величины принадлежат системе отсчета 
К ', которая движется в направлении оси х  со скоростью V. Нештрихованные 
переменные относятся к покоящейся лабораторной системе отсчета К. 
Формулы в левой части называются прямыми преобразованиями, а в правой -  
обратными.
Из этих преобразований следуют формулы релятивистского закона 
сложения скоростей:
Задача 8.1. Две релятивистских частицы движутся под прямым углом 
друг к другу в лабораторной системе отсчета со скоростями х>\ и г>2. Найти их 
относительную скорость.
Относительной называется скорость, с которой одна частица движется 
относительно другой. Пусть первая частица движется в системе отсчета К  
вдоль оси х  : Di* = i)i, Hij, = 0. Тогда для второй частицы 1)2* = 0, х>2У = 1)2- Свяжем 
с первой частицей систему К ' (ее скорость относительно системы К  V = щ). В 
этой системе отсчета первая частица покоится, следовательно, скорость второй
v'x + V
иУ (8.2)
иZ
частицы в системе К ' и будет равна относительной скорости. Применяя 
соотношения (8.2), получим
Рассмотрим в качестве конкретного примера случай, когда ц  =  и2 — с: 
и'2 = с.
В этой задаче можно задать еще один вопрос: какова скорость сближения
относительности. Ведь в них говорится о том, что скорость света -  это 
предельная скорость движения материальных объектов, а скорость сближения -  
это просто скорость сближения.
Задача 8.2. Два стержня одинаковой собственной длины /о движутся в 
продольном направлении навстречу друг другу параллельно общей оси с одной 
и той же и относительно лабораторной системы отсчета. Чему равна длина 
одного стержня в системе отсчета, связанной с другим?
Сначала определимся с некоторыми понятиями. Собственной называется 
длина /о стержня в системе отсчета, относительно которой стержень покоится. 
Его длина / в системе отсчета, относительно которой он движется, будет 
меньше и будет определяться формулой
(8.3)
/ 2  2этих частиц? И ответ будет таков: исбл + и2 . И если ц  — и2 — с, то 
осбл = сл/2 , и в этом нет никакого противоречия с положениями теории
и
Этот эффект называется лоренцевым сокращением длины.
Для того чтобы найти длину одного стержня в системе отсчета, связанной 
с другим, необходимо знать скорость этого стержня относительно второго. По 
сути, задача свелась к предыдущей. Свяжем систему i f '  со стержнем, 
движущимся вдоль оси х. Ее скорость V = и. Скорость второго стержня в 
лабораторной системе отчета и 2* = - и ,  поэтому его скорость \)'2 в системе i f '  
будет (см. (8.2)):
и _  » 2 х - У
2 \ V»2x
2и
1 + и
2 '
С С
Подставим это выражение в формулу (8.4) и получим ответ:
> = ‘0 ^ ~ У с2=>0
1
1 4 i/
2 2 1 — ^ С — I)=  7 =  7 ___0 2 , 2  0 2
С + U
(8.5)
1 + и
Задача 8.3. Две нестабильных частицы движутся в ТСсистеме отсчета по 
некоторой прямой в одном направлении со скоростью и = 0,990 с. Расстояние 
между ними в этой системе отсчета I = 120 м. В некоторый момент обе частицы 
распались одновременно в системе отсчета, связанной с ними. Какой 
промежуток времени между моментами распада обеих частиц наблюдали в 
if -системе? Какая частица распалась позже в if -системе?
Уже из формулировки вопросов этой задачи следует, что понятие одно­
временности событий в релятивистской механике не является абсолютным -  
события, одновременные в одной системе отсчета, оказываются неодно­
временными в другой. Этот эффект носит название относительности 
одновременности событий.
Найдем промежуток времени между моментами распада обеих частиц в 
if -системе, используя обратные преобразования Лоренца (8.1):
*2+Г2 Х2 *1+Г2 Х1 ( ^ 2 - 0  + ^ ( X2 _Xl)
С С _  С
Н /
1 - »
(8.6)
Учитывая, что Г = и , ^  = ^ и х '2 -х[= 1 0 =
1 - »
Получаем ответ:
и/
Дг = с _ 20 мкс.
1 - и
(8.7)
Так как At > 0, то вторая частица распалась позже в if -системе.
Задача 8.4. Стержень АВ ориентирован параллельно оси х ' системы 
i f '-системы отсчета и движется в этой системе со скоростью и' вдоль ее оси у ', 
i f '-система в свою очередь движется со скоростью V относительно if -системы, 
как показано на рис. 8.1. Найти угол 0 между стержнем и осью х  в if -системе.
Пусть в некоторый момент концы стержня у 
совпадут с осью х '  в i f -системе. Эти два события, 
одновременные в i f -системе, будут неодно­
временными в if -системе отсчета, и, в соот­
ветствии с формулами (8.6) и (8.7),
VI/л
At = —1
\ - У А
к К'
Л
а У
I___
•tv'
х
Рис. 8.1
(8 .8)
где / -  длина стержня в системе if . В системе К '  компоненты скорости стержня 
равны v'x -  0 , \j'y = - и ' , и согласно закону преобразования скоростей (8.2):
и
2
у~ 1+^ к  “ Г  Л 2
с2
Таким образом, за время At правый край стержня окажется «ниже» левого 
на Ау = иyAt и стержень будет повернут по часовой стрелке на угол 0, который 
можно легко определить из соотношения
v ’V
tg O - Y  - -  . . (8.9)
'  р ;
Импульс и энергия релятивистской частицы
Движение релятивистской частицы подчиняется второму закону 
Ньютона, который в этом случае называется релятивистским уравнением 
динамики частицы и записывается в виде
# = # ’dt
где импульс релятивистской частицы определяется по формуле
ТУЮ
Р = ~Г=
(8.10)
(8.11)
1 - ”
Полная энергия W релятивистской частицы представляет собой сумму
двух слагаемых -  энергии покоя Wo и кинетической энергии Wf.
2
w=w0+wk=- тс (8.12)
l - u
W0 = тс ,
г
Wk = W - W 0 =mc2
1 - D
(8.13)
(8.14)
Задача 8.5. Исходя из релятивистского уравнения динамики частицы 
найти:
а) в каких случаях ускорение частицы совпадает по направлению с 
действующей на нее силой;
б) коэффициенты пропорциональности между силой F  и ускорением а, когда 
F I |б и F  .L и.
Начнем по порядку и запишем второй закон Ньютона:
p  =  d p =  d
dt dt
то
л
_ d
с
1
л
у у ъ л  ^  _|-- та
1 - и 2/' А
dt 1 -  о 2/^  J
ши Т
J l - o V c 2
(8.15)
Воспользуемся формулой (8.14), возьмем производную по времени:
dWk _ d 
dt dt
тс
2/c2 = me dt л/*1
2 / 2 
D С
и преобразуем ее:
d
с л
1 _ 1 dWk 1 Fdr F o
dt
J 1 -  о2/с 2 J
тс2 dt тс2 dt тс2
(8.16)
Здесь мы учли, что согласно теореме о кинетической энергии 
dWk =dA = F d r .
Подставим (8.16) в (8.15):
F  = 4 - ( F u) o -
та
V l- u 2 с2
и выразим отсюда ускорение частицы:
С
а - 4 и
т тс
v у
y l l -V 2/ c 2 . (8.17)
В общем виде задача решена, и мы получили важный результат: вектор а 
равен разности двух векторов, один из которых сонаправлен с вектором силы
F , а второй -  с вектором скорости частицы и. Таким образом, в общем случае
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направление вектора ускорения не совпадает с направлением действия силы! 
Этот результат свидетельствует, что известную формулу
а = F /т  (8.18)
можно использовать лишь в нерелятивистской области и << с, когда формула
(8.17) превращается в (8.18).
Рассмотрим два важных частных случая, когда векторы а и F  
совпадают по направлению.
1. Вектор силы сонаправлен с вектором скорости (продольная сила). В этом 
случае = F u 2 и выражение (8.17) принимает вид
a = - ( l - v 2/ c 2) J l - v 2/ c 2 = —( l - u 2/ с 2) . (8.19)
т ' ' т ' '
Это ускорение сонаправлено с вектором скорости и является
тангенциальным ускорением ах . Оно характеризует изменение скорости по
величине.
2. Вектор силы перпендикулярен вектору скорости {поперечная сила). При 
этом = 0 и формула (8.17) принимает вид
а = —( l - u 2/ c 2)12. (8.20)
т ' ’
Это ускорение направлено перпендикулярно вектору скорости и является 
нормальным а п . Оно характеризует изменение скорости по направлению.
Мы видим, что
— = 1 — и2/ с 2 < 1,
а п
т.е. ат < ап . Это значит, что поперечная сила сообщает частице большее 
ускорение, чем продольная, равная ей по величине. Это, кстати, приходится 
учитывать при расчетах циклических и линейных ускорителей.
Задача 8.6. Найти зависимость импульса частицы массы т от ее 
кинетической энергии. Вычислить импульс протона с кинетической энергией 
500 Мэв.
Для начала решим одну вспомогательную задачу -  выразим скорость 
частицы через ее импульс:
пю
Р =
J l - v 2 /с 2
п22 2 D 2 2
Р ~ Р  ~ 2 = т  с .
ср
и =
р 2 + т2с2
Подставим это выражение в формулу для полной энергии частицы (8.12):
2
cyjр 2 + т2с2 . (8.21)
Ну, а дальше -  преобразования:
W 2 = с2 р 2 +(тс2)2,
{тс2 + Wk  ^ =с2р 2 +{тс2) ,
c2p 2 =Wk {wk + 2mc2), 
p  = - ^ W k {jVk + 2тс2) = 1,08 ГэВ/с. (8.22)
Задача 8.7. Пучок релятивистских частиц с кинетической энергией Wk 
падает на поглощающую мишень. Сила тока в пучке равна /, заряд и масса -  е 
и т. Найти силу давления пучка на мишень и выделяющуюся в ней 
мощность Р.
На первый вопрос этой задачи мы ответим очень просто, если применим 
второй закон Ньютона и формулу (8.22):
Поясним, что AN -  это число частиц, падающих на мишень за время At, 
AN е -  заряд, попавший на мишень за это время, значит, ANe/At -  сила тока в 
пучке.
Когда говорят про мощность, то обычно вспоминают работу, время и так 
далее. Здесь речь идет о другом. В мишени выделяется энергия, и мощность в 
данном случае -  это энергия, выделяемая в ней в единицу времени. Поэтому
Задача 8.8. Частица массы т движется вдоль оси х  по закону
р . _  Ар _  pA N  _ pA N  е _ p i  _  I jwt (wt + 2mc2) .  (8.23)
At At At e e ec
_ AWk _ WkAN _  WkAN e _  WkI
(8.24)
At At At e e
x  = yld2 + c 2t 2 , где d -  постоянная, с -  скорость света, t -  время. Найти силу, 
действующую на частицу.
Для начала найдем скорость частицы
и ее импульс
Р
Нам осталось найти силу:
^  dp тс2 F  = —  = -----
dt d
Сила, кстати, постоянная.
О 0 0Задача 8.9. Показать, что для частицы величина W -  р  с есть 
инвариант, то есть имеет одно и то же значение во всех инерциальных системах 
отсчета. Каково значение этого инварианта?
Сама по себе эта задача, может быть, и не содержит в себе большого 
физического смысла, но ее результат нам очень пригодится при решении 
следующих задач.
Воспользуемся одной из промежуточных формул, полученных в 
задаче 8.6. Имеется в виду формула (8.21):
W = с ^ р 2 + т2с2 .
Возведя ее в квадрат, получим
W 2 -  р 2с2 = т2с4 = WQ2. (8.26)
Правая часть этого выражения -  квадрат энергии покоя частицы -  не 
зависит от скорости частицы и, следовательно, от выбора системы отсчета. Это
значит, что то же самое можно сказать и о левой части этого выражения.
О 0 0Поэтому величина W -  р  с имеет одно и то же значение во всех 
инерциальных системах отсчета и представляет собой инвариант теории 
относительности. Это записывают так:
W 2 -  р 2с2 = inv . (8.27)
Г\
Задача 8.70. Нейтрон с кинетической энергией Wk = 2тс , где т. -  его 
масса, налетает на другой, покоящийся нейтрон. Найти в системе их центра 
масс:
а) суммарную кинетическую энергию Wk нейтронов;
б) импульс р ' каждого нейтрона.
Для решения этой задачи мы воспользуемся только что полученным 
выражением (8.27), которое запишем в виде
W 2 -  p 2c2 = W '2 -  p '2c2 , (8.28)
где слева стоят энергия и импульс двух нейтронов в лабораторной системе 
отсчета, а справа -  энергия и импульс этих нейтронов в системе отсчета, 
связанной с их центром масс.
Запишем их в явном виде:
W = 2W0 + Wk = 2 тс2 + 2 тс2 = Ате2. (8.29)
В этом выражении мы учли, что в лабораторной системе отсчета один из 
нейтронов покоится, а второй движется и обладает кинетической энергией Wk. 
Импульс этого нейтрона (и, значит, всей системы) равен (см. (8.22)):
р  =—^Wfr (wk + 2 тс2 j = i j l m c . (8.30)
В системе центра масс нейтронов их суммарный импульс: р '=  0, а 
энергию можно записать в виде
W ' = 2W^ + Wl = 2mc2 + WI.  (8.31)
Подставим (8.29) -  (8.31) в (8.28) и получим ответ на первый вопрос 
задачи:
2
16mV  -  8mV  = (2 т с 2 + W 'k) ,
Wl -  2тс2 {^12 - 1 j . (8.32)
Для того чтобы ответить на второй вопрос, учтем, что в системе центра 
масс импульсы нейтронов равны по величине и равны их кинетические 
энергии. А это значит, что мы можем найти кинетическую энергию одного 
нейтрона:
Wlx=mc2[ J 2 - 1) 
и по формуле (8.22) найти его импульс:
p  = - ^ W k {wk + 2 тс2) = - ^ m  V  (л/2 - 1)( л/2 + 1) = т с . (8.33)
Задача 8.11. Релятивистская частица массы т и кинетической энергией 
Wk налетает на покоящуюся частицу той же массы. Найти массу и скорость 
составной частицы, образовавшейся в результате соударения.
Метод, который мы использовали в предыдущей задаче, поистине 
универсален. Действительно, свяжем систему К ' с центром масс этих частиц и 
воспользуемся равенством (8.28):
Займемся членами в правой части. В системе центра масс составная
масс ее энергия -  это энергия покоя (М -  масса составной частицы). В итоге:
Получаем интересный результат -  масса составной частицы оказалась 
больше суммы масс первоначальных частиц! Впрочем, с точки зрения теории 
относительности, это вполне понятно -  в результате неупругого столкновения 
кинетическая энергия системы уменьшилась -  соответственно увеличилась 
энергия покоя составной частицы, то есть ее масса. М  = 2т только в пределе 
W k «  2тс2.
W = 2W0 + Wk =2mc2 + Wk ,
Г Г Г Г  2частица покоится, то естьр '  = 0, Wk' = О, W' = Wo' = Мс -  в системе центра
V 2тс J
(8.34)
Нам осталось найти скорость V этой составной частицы. Для этого проще 
всего воспользоваться законом сохранения импульса -  импульс системы до 
взаимодействия (то есть импульс налетающей частицы) равен импульсу 
системы после взаимодействия (то есть импульсу составной частицы):
M V
Ь - Г ‘
Возведем это выражение в квадрат и воспользуемся формулой (8.34):
2тс'
Wu (л Wk ^ 1 + — !LT = 4 т2
с
1 + w h Л
\  2тс ) V 2 тс2 ) i - v 1
r =
1
2т V 1
rvk
1 -
wk
2т fi Wk ^ 1+
 ^ 2 тс у
=  С
2 тс2 +Wk
(8.25)
9. Механические колебания
Свободные незатухающие колебания
Свободные незатухающие колебания -  это периодический процесс, 
происходящий при отсутствии сил трения. Если действующая на тело сила 
имеет вид
Fx = -kx ,
то колебания являются гармоническими, т.е. происходят по закону синуса или 
косинуса. Сила такого вида называется квазиупругой.
Второй закон Ньютона для пружинного маятника имеет вид
d 2x  7 
т — тг = -к х . 
dt2
Решением этого уравнения является функция
102
где ю0 = J — -  частота собственных колебаний, х  -  смещение от положения 
М т
равновесия, фо -  начальная фаза.
В общем виде уравнение незатухающих колебаний будет выглядеть так:
х + cdq* = 0 • (9.2)
Если известна зависимость потенциальной энергии системы от 
координат, то можно сформулировать общий алгоритм нахождения периода и 
частоты незатухающих колебания.
Алгоритм нахождения периода незатухающих колебаний.
1.1. Определить положение равновесия, приравнивая производную от 
потенциальной энергии по координате к нулю.
1.2. Найти коэффициент жесткости в положении равновесия по 
формуле
d 2U
dx2
(9.3)
/ к1.3. По формуле ю0 = Л/— определить циклическую частоту и период.
V т
Задача 9.1. Найти период свободных колебаний атома массы т для 
потенциальной энергии следующего вида:
м(г) -  4е
f  «Л12 (  ггЛ6a  j [ а
\ Г  J { Г ;
(9.4)
где и -потенциальная энергия атома; г -  расстояние между центрами атомов; 
о, 8 -  параметры.
Находим минимум потенциала, беря производную выражения (9.4) от и 
по г и приравнивая ее к нулю. Минимум потенциала соответствует расстоянию
ст
Находим вторую производную выражения (9.4):
— u(r )  = 4s 11-12 
dr V '
Подставляем в полученное выражение полученную координату 
минимума энергии (9.5):
Задача 9.2. Представим себе шахту, пронизывающую земной шар по 
одному из его диаметров. Найти закон движения тела, упавшего в эту шахту, 
учитывая изменение ускорения свободного падения внутри Земли. Трение и 
сопротивление воздуха не учитывать.
Ускорение свободного падения внутри Земли можно представить как
где go -  ускорение свободного падения на поверхности Земли.
Тогда можно записать уравнение движения для тела, падающего в
шахте:
В результате находим частоту и период:
г
g  = go — ,
Преобразуя уравнение (9.6), получим
у+ £°- г  = 0. 
R
Таким образом,
Физический маят ник
Для колебаний физического маятника можно получить уравнение, 
аналогичное пружинному маятнику:
где I  -  момент инерции тела относительно оси, проходящей через точку 
подвеса; а -  расстояние от точки подвеса до центра масс; ф -  угол поворота при 
колебаниях.
Для малых углов в т ф  « ф , в результате получим
Затухающие колебания
Затухающие колебания -  колебания, энергия которых уменьшается с 
течением времени. Бесконечно длящийся процесс вида х = х0 cos (со0£ + ф0 ) в
природе невозможен. Свободные колебания любого осциллятора рано или 
поздно затухают и прекращаются. Поэтому на практике обычно имеют дело с 
затухающими колебаниями. Они характеризуются тем, что амплитуда 
колебаний А является убывающей функцией. Обычно затухание происходит 
под действием сил сопротивления среды, наиболее часто выражаемых 
линейной зависимостью от скорости колебаний Fc -  -гм  или ее квадрата.
Рассмотрим затухающие колебания пружинного маятника (рис. 9.1).
Пусть имеется система, состоящая из пружины (подчиняющейся закону 
Гука), один конец которой жестко закреплен, а на другом находится тело 
массой т. Колебания совершаются в среде, где сила сопротивления 
пропорциональна скорости с коэффициентом г. Начальное отклонение от
dt2
= -m ga  sm ф ,
Ф +  а>оФ =  0  j
равновесия происходит за счет некоторой внешней силы, но при дальнейших 
колебаниях эта сила отсутствует.
Рис. 9.1. Модель пружинного маятника: В  —  механизм, обеспечивающий затухание;
F —  внешняя сила (в примере не присутствует)
Тогда второй закон Ньютона для рассматриваемой системы запишется
так:
d 2x  dx ,
т — тг- = —г ------ к х , (9.7)
dt dt '
dxгде F  = - г —  -  сила сопротивления, F  = -к х  -  сила упругости. Деля (9.7) на 
с dt
г
массу и вводя обозначение — = 20, получим
т
х + 2(3х + ©о* = 0 • (9.8)
Решением уравнения (9.8) является функция
х = ylexp(-p^)cos(atf + ф0),
где ю = д/ю о -  р2 -  частота затухающих колебаний.
Затухающие колебания можно также характеризовать с помощью 
логарифмического декремента затухания Л  или добротности Q:
Л = Р T ,Q  = ^ - .
А
Задача 9.3. Осциллятор со временем релаксации т = 20 с в момент 
времени £ = 0 имеет начальное смещение хо=10см . При каком значении 
начальной скорости и0 это смещение окажется равным своей амплитуде?
Запишем решение уравнения затухающих колебаний
х = y4exp(-p^)cos(co^ + ф0). (9.9)
Подставляя t = 0, получим
х0 = ^ c o s (9 0).
Дифференцируя смещение по времени -  выражение (9.9), получим 
зависимость скорости от времени
o(0  = i  = - fx p ( -p O c o s (^  + 4,0) + ^ e x p ( -p /)Sm (^  + 4,0).
Скорость в начальный момент времени будет
и0 = - —cos(9o) + ^cosin(90).
Поскольку начальное смещение равно амплитуде, получим cos(9 0) = l ,  
откуда следует, что
sm (9 0) = 0.
В результате получим для скорости
А
и0 = ------ = -0 ,5  см/с.
т
Задача 9.4. Найти добротность осциллятора, у которого:
а) амплитуда смещения уменьшается в г| = 2 раза через каждые w = 110 
периодов колебаний;
б) собственная частота too = 100 с"1 и время релаксации т = 60 с.
Используем формулу для добротности:
Q = n
Для амплитуды имеем
или
л  р г
А = у40ехр(-р^)
ri = exp(pw r),
—In Г) = РГ. 
п
Тогда получим для добротности
0  = — = 500.
1пг|
Для второго случая имеем
л - 71-  71 _ ю _ Уюо ~Р2
Л _ РГ _ 2 Р _ 2Р ’
Используя связь коэффициента затухания и времени релаксации, получим
т\/юо - А  1 ,—
Q= 2 х = - V ^ 2 - 1 = 3000.
Вынужденные колебания
Вынужденные колебания происходят под действием внешней 
периодической силы. Уравнение вынужденных колебаний выглядит 
следующим образом:
х + 2$х + cdq* = /о cos 
где Q -  частота вынужденных колебаний, /о -  внешняя сила, приходящаяся на 
единицу массы.
Установившееся решение этого уравнения имеет вид
х = acos(Qt  -  ф), (9.10)
где (9.11)
2pQ
(9.12)
При этом максимум амплитуды (резонанс) достигается при
®рез =  V ® 0 - 2 P 2 •
Задача 9.5. Осциллятор массы т движется по закону х = a sin (Qf) под 
действием вынуждающей силы Fx -  F0 cosQ ?. Найти коэффициент затухания Р 
осциллятора.
Из общего вида решения уравнения вынужденных колебаний (9.10) видим, что
3
ф  =  —  71 .
2
Тогда из формулы (9.12) для тангенса получим
Используем уравнение для амплитуды вынужденных колебаний (9.11) 
для этого случая:
а
Откуда вычислим коэффициент затухания
2та£1
Механическими волнами называется процесс распространения колебаний 
в упругой среде. Уравнение плоской волны, распространяющейся вдоль оси, 
z имеет вид
i|/(z ,/) = acos(oo /-£z), (Ю.1)
где \|/ -  смещение точки среды, имеющей координату z, в момент времени t
относительно положения равновесия; а -  амплитуда колебаний этой точки;
со -  циклическая частота этих колебаний; А: -  волновое число, равное
(о 2п
£ = — = — , (10.2)
и Л,
где и -  скорость распространения волны.
Рассмотрим простую задачу.
Задача 10.1. Уравнение колебаний частиц среды в плоскости z = 0 имеет
71
вид \|/(0,t) = 10 sin—t см. Записать уравнение плоской волны,
2
распространяющейся вдоль оси z , если скорость волны и = 300 м/с. Получить 
уравнение и изобразить графически колебания для точки, находящейся на 
расстоянии I = 600 м от источника колебаний. Получить уравнение и 
изобразить графически колебания точек среды в момент времени t = 4 с после 
начала колебаний.
Для ответа на первый вопрос достаточно сравнить уравнение (10.1) с 
уравнением, данным в условии задачи: а =10 см, со = тг/2, к  = со/и = тг/600 м"1. 
Поэтому
/ 7Г
\|/(z,/) = 10 sin ' я  -  Л— t --------- Z
у2 600 у
см. (10.3)
Прежде чем мы начнем отвечать на второй вопрос, обратим внимание на 
то, что точка находится на расстоянии I = 600 м от источника. Это значит, что
волна дойдет до этой точки за время t = 2 с, и ее колебания начнутся не сразу, а 
через 2 с после начала колебаний источника и уравнение этих колебаний имеет 
вид
г \
71
- t - n
2
см. (10.4)
График этих колебаний изображен на рис. 10.1.
В третьем вопросе речь идет, по сути, о мгновенной «фотографии» волны, 
сделанной в момент времени t = 4 с. Уравнение (10.3) при этом принимает вид
\|/(z,f) = -10  sin л
600
см. (10.5)
Единственное, что следует учесть -  за время четыре секунды волна 
распространится на расстояние I = 1200 м и, значит, при z  > 1200 м колебания 
частиц среды отсутствуют (рис. 10.2).
Рис. 10.2
Задача 10.2. Уравнение плоской звуковой волны имеет вид
ij/ = 60cos(l800f-5 ,3z), где \ |/ -  в мкм; t - в  секундах; z -  в метрах.
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Найти:
а) отношение амплитуды смещения частиц среды к длине волны;
б) амплитуду колебаний скорости частиц среды и ее отношение к скорости 
распространения волны.
Для начала сравним уравнение, данное в условии с (10.1): а = 60 мкм, 
со = 1800 с"1, к  = 5,3 м"1, а затем применим формулу (10.2): X = 2к/к = 1,18 м. 
Ответ на первый вопрос готов: а/Х = 50,8’10"6. Скорость распространения
волны найдем по той же формуле (10.2): и = ю/к = 340 м/с, а вот для того чтобы 
найти скорость колебаний частиц среды, возьмем производную
^  = -acosin(co/-Ax).
/р. \
Из этого выражения видно, что —— = асо = 0,108 м /с, и мы получаем
y d t  ) max
ответ на второй вопрос:
( d y / d t )V ^ /щах _ 3 18.10-4
Задача 10.3. Точечный изотропный источник звука находится на 
перпендикуляре к плоскости кольца, проходящем через его центр О. 
Расстояние между точкой О и источником I = 1,00 м, радиус кольца R = 0,50 м. 
Найти средний поток энергии через площадь, ограниченную кольцом, если в 
точке О интенсивность звука / 0 = 30 мкВт/м .
Для начала кое-что вспомним. Волна переносит энергию. Для описания 
этого процесса используют вектор Умова j  , который указывает направление 
переноса, а по величине равен плотности потока энергии, то есть энергии, 
переносимой через единичную поперечную площадку в единицу времени. Он 
пропорционален квадрату амплитуды волны. Разобьем площадь, ограниченную
кольцом, на тонкие кольца и рассмотрим одно из них, имеющее радиус г и
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толщину dr (рис. 10.3). Вектор j  образует угол а с нормалью к плоскости 
кольца, и поток энергии dO через площадь этого кольцевого слоя (он выделен 
на рис. 10.3) будет
dФ = jd S  cosa  = j ln r d r  cosa.
Нас интересует среднее 
значение потока энергии 
dO = jln r d r  cosa, а в это 
выражение входит среднее 
значение модуля вектора 
Умова, которое называется 
интенсивностью I  волны.
Интенсивность также пропор­
циональна квадрату амплиту­
ды колебаний.
Точечный изотропный 
источник излучает сферичес­
кую волну. Ее амплитуда 
убывает обратно пропор­
ционально расстоянию от источника, поэтому интенсивность волны в точках 
выделенного кольцевого слоя можно выразить через интенсивность /о в точке 
О по формуле I  = Iq12/x2.
Итак,
dO Ы 2 Inrd. (10.6)
х
Проведем некоторые преобразования величин, входящих в это 
выражение:
x = / /c o s a ,  r = ltga, dr = I d a ! co sa2, 
и придем к простой формуле
dO  = 2 n l2I 0 sin a d  a ,
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проинтегрировав которую получим ответ
Л
О 1 / Г •
I  V i + ( * / 0 2 J
В этом выражении появился угол а* (см. рис. (10.3)):
cosa*= . = . —/ 1s 
ylI2 + R 2 yjl +  ( R / l f
Задача 10.4. Найти коэффициент затухания у звуковой волны, если на 
расстояниях г\ = 10 м и г^ = 20 м от точечного изотропного источника значения 
интенсивности звуковой волны отличаются друг от друга в г| = 4,5 раза.
Обсуждая предыдущую задачу, мы выяснили, что интенсивность волны I  
пропорциональна квадрату ее амплитуды, поэтому для сферической волны, 
создаваемой точечным изотропным источником,
где /о -  интенсивность на расстоянии г = 1 м от источника. Из этой формулы 
между прочим, следует, что если бы затухания не было, то г| было бы равно 
четырем.
В задаче однако идет речь о реальной среде, в которой происходит, как 
говорят, диссипация энергии. При этом интенсивность волны (обозначим ее 7*) 
убывает с расстоянием пропорционально ехр(-2уг). Таким образом,
Займемся задачей
г \ 2
ехр(2у(г2 -г 1)) = л,г2
\ r\ J
Г Л2
exp(2y(r2 - r 1)) = p г\
\ r2 j
6 • 10-3 м"1.
Задача 10.5. На оси z  находятся приемник и источник звуковых 
колебаний с частотой Vo = 2000 Гц. Источник совершает гармонические 
колебания вдоль этой оси с циклической частотой со = 34 с"1 и амплитудой 
а = 50 см. Найти ширину частотного интервала, воспринимаемого 
неподвижным приемником, если скорость звука и = 340 м/с.
В этой задаче речь идет об интересном эффекте, который получил 
название эффекта Доплера. Его суть можно сформулировать просто -  если 
приемник и источник звуковых колебаний приближаются друг к другу, то 
частота, которую регистрирует приемник, будет выше той, что излучает 
источник, и наоборот. Разница частот определяется их относительной 
скоростью.
Если приемник покоится, а источник движется, то частота v, 
регистрируемая приемником, определяется по формуле
Ур
I - V / d
где V — скорость движения источника звуковых колебаний.
Скорость источника меняется по гармоническому закону, принимая 
максимальное значение Vm = аоо. При приближении источника максимальная 
частота, регистрируемая приемником, будет
vovi = -------  >1 — аса / D 
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а при удалении -  минимальная частота определится формулой
Таким образом, ширина частотного интервала, воспринимаемого 
неподвижным приемником, будет
Задача 10.6. Стальная струна длины I = 100 см, диаметра d  = 0,50 мм дает 
основной тон частоты v = 256 Гц. Найти силу ее натяжения.
Колебания струны представляют собой стоячую волну. Амплитуда 
колебаний различных точек этой струны будет разной. На концах струна 
закреплена -  это узлы стоячей волны, в центре амплитуда будет максимальной 
(струна колеблется на частоте основного тона) -  это пучность стоячей волны. 
Кстати, струна может колебаться и с более высокими частотами -  их называют 
обертонами или высшими гармониками. При этом на струне появятся 
дополнительные узлы и пучности. Условие возникновения колебаний в струне 
одно -  на длине струны должно укладываться целое число полуволн, так как 
расстояние между соседними узлами (да и пучностями тоже) равно половине 
длины волны. Это, между прочим, очень любопытный результат -  частота 
колебаний струны может принимать только дискретный ряд значений. Редкий 
случай в классической физике.
Но вернемся к решению задачи: Х/2 = 1, u/2v = 1, и = / рт, Г = 4р1/2у2,
аса/и
Учитывая, что аса «  и , эту формулу можно упростить:
и
P i  = p7rd2/4, Т = 7rpd2l2v2 = 400 Н.
Осталось объяснить ход решения. На длине струны укладывается 
половина длины волны. Длина волны 'к = u/v, где и -  скорость 
распространения волны, v -  ее частота. Скорость распространения поперечной
волны (а колебания струны -  поперечные) определяется формулой и = yjТ  / р1,
где Т  -  сила натяжения струны; pi -  ее линейная плотность, то есть масса 
единицы ее длины: pi = prcd /4 , где р -  плотность материала струны (то есть 
стали); d -  ее диаметр. Дальше все ясно.
Задача 10.7. Медный стержень длины I = 50 см закреплен в середине. 
Найти число продольных собственных колебаний его в диапазоне от 20 кГц до 
50 кГц. Каковы их частоты?
Эта задача отличается от предыдущей двумя моментами. Во-первых, 
колебания продольные, а во-вторых, стержень закреплен в середине и концы у 
него свободные, поэтому в центре стержня мы имеем узел, а на его 
торцах -  пучности (рис. 10.4).
Рис. 10.4
Это значит, что на половинке стержня должно укладываться целое число 
полуволн и еще четверть длины волны:
21 
2 п + \
и и /_ , ч
v» = y = ^ (2" + l ) -
Скорость распространения продольной волны и в упругой среде 
определяется формулой и = ^ Е  / р , где р -  плотность среды (для меди
а
р = 8900кг/м ); Е  -  модуль Юнга, характеризующий упругие свойства среды. 
Это табличная величина, для меди равная Е  = 130 ГПа.
Итак,
и
По условию 
то есть
у „ = - ( 2 и  + 1) = 3,8-103 (2и + 1). 
20-103 <v„ <50 103,
5,3 <2« + 1< 12,2,
2 ,2 < и < 6,1.
Таким образом, мы имеем четыре возможных значения п, 
удовлетворяющих условиям задачи: п = 3; 4; 5; 6. Им соответствуют частоты 
26,6, 34,2, 41,8 и 49,4 кГц.
11. Распределение Максвелла
Распределение Максвелла по скоростям молекул идеального газа имеет 
следующий вид:
dW  = С ехр
mv
2 кТ
dx)xdv>ydx)z ,
где dW  -  вероятность того, что компоненты скорости частицы в равновесном 
идеальном газе находятся в интервале (duxduyd u z), С -  константа, которую 
можно найти из условия нормировки
+ 0 0
1 = J  С ехр
2 кТ  
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d v xd u yd v z .
Этот интеграл можно разбить на произведение трех независимых 
интегралов по каждой компоненте скорости, каждый из которых является 
интегралом Пуассона:
+о° /
J ех р (-аx 2)dx = J — .
Тогда получим функцию распределения Максвелла по компонентам 
скорости
т
,3/2
ехр
f  2 Лmu
2 кТу2пкТ у
Эта функция распределения распадается на произведение трех функций 
распределения по каждой из компонент скорости. Например, для 
х-компоненты получим
f Л1/2 ' ш '
2 пкТ
ехр
f  2 Л mu.
2 кТ
Найдем распределение Максвелла по модулю скорости. Для этого 
нужно перейти от компонент скорости к ее модулю по формуле
» = у[\/и* + u j  + v 2z ,
а также определить физически бесконечно малый объем в пространстве 
модулей скорости. Такой объем соответствует объему тонкой сферы радиуса v 
и равен 4л:у v. Проводя соответствующие замены переменных, получим 
функцию распределения Максвелла по модулю скорости
F (u )  = 4лу2
m
,3/2
ехр
Г 2 \mu
2 кТ
( 11.1)
In kT  j
Нетрудно убедиться, что функция распределения является 
нормированной.
Исследуем свойства функции распределения по модулю скорости (11.1).
Во-первых, беря производную от функции /^(и) и приравнивая ее к
нулю, можно найти максимум функции распределения, который соответствует 
наиболее вероятной скорости частиц
^вер
2 кТ
m
Два других экстремума и = 0 и и = оо являются минимумами функции 
распределения.
Найдем среднее значение модуля скорости. По правилу нахождения 
средних получим
(и) = J 4ли3
m чЗ/2
2 пкТ
ехр
f  2 \  mv
2 кТ
d v . (11.2)
Занося одну из скоростей в формуле (11.2) под дифференциал, получим 
интеграл, который можно взять по частям. В результате получим
/ \
Найдем так же средний квадрат скорости:
U2  ^=|471D4
m 
2 пкТ
3/2
ехр
Г 2 \mv 
v ~2к Т ;
dv.
Этот интеграл является табличным и может быть легко получен из 
интеграла Пуассона:
v
3 кТ
m
Полученная величина позволяет найти среднее значение кинетической 
энергии молекул:
m 2 — V 
2
ЪкТ
Вид распределения Максвелла для молекул азота показан на рис. 11.1. 
Температуры на рисунке равны: 1 -  Т=  300 К, 2 - Т =  = 600 К, 3 -  Т=  1000 К.
О
о 500 1x10' 1.5*10'
v
Рис. 11.1
С увеличением скорости максимум распределения смещается в сторону 
больших скоростей, а высота кривой в максимуме несколько понижается.
Задача 11.1. В сосуде содержится газ, количество вещества которого 
равно 1,2 моль. Рассматривая этот газ как идеальный, определить число AN  
молекул, скорости v которых меньше 0,001 наиболее вероятной скорости.
Для решения задачи удобно воспользоваться распределением молекул 
по относительным скоростям и = v/vB. Подставляя полученную выше величину 
наиболее вероятной скорости, получим, что число dN(u) молекул, 
относительные скорости и которых заключены в пределах от и до u+du, 
определяется формулой
где N — полное число молекул.
По условию задачи максимальная скорость интересующих нас молекул 
много меньше наиболее вероятной wmax = итах/ив = 0,001. Тогда экспонента 
может быть разложена в ряд, в котором достаточно сохранить первое 
слагаемое:
dN  (w) = ^ L u 2d u . 
yjn
В результате игтегрирования от 0 до wmax ползучим
А -.j T 4 N  2 j  4 NAN = —j = u  du = — т=
I  V7C 3 V7T
иmax *
Выражая число молекул через количество молей и число Авогадро, 
полним  для числа молекул
4vA, - 4.1 _7.fi.m^vAC / ,\3
ДА = ■Зл/тг
А  3 _  -1,2-6-10 уЛ^
**maY I
Зл/7Г
•' ax (l0~3) = 5 ,44-1014.
Задача 11.2. Зная фзшкцию распределения молекул по импульсам Др), 
определить среднее значение квадрата импульса <р2>.
Среднее значение квадрата импульса можно определить по правилу 
вычисления среднего:
[p2) = \ p 2f { p ) d p ,
где
f { p )  = 4тг
1
чЗ/2
2 пткТ
р 2 ехр (  Р2 Л 
2шкТ\
-  нормированная функция распределения по импульсам. 
Таким образом, ползучим
р  ) = 4п
1
чЗ/2
J р 4 ехр (  Р 2 Л
2шкТ\2 пткТ )
Этот интеграл можно свести к интегралу Пуассона:
1 [п
expl -ар~ Jdp =
о
dp.
Je  (_ ар 2) ф 1 Д
Используем для этого метод дифференцирования по параметру. Легко 
видеть, что выполняется следующее соотношение:
д
J /?2ехр(-ар2) ф  = - — |ехр(-а /?2) ф  =
о
1 [Z д  - 1/2 1 Г „ - 3/2
=  —— yJTZ—— CL = — y/TZCL ,г а ./
2 да 4
соответственно
J р 4 ехр^-ар 2 jdp = —— J р 2 exp (-a p 2jdp =
5 а 1
U
д 1 Г - Ж  3 Г  -5/2  yjTia = — у/на
да 4 8
Подставляя выражение для а, получим
р  ) = 4п
1
\ 3/2
2 юпкТ
—■yfiz (Im kT  )5 = ЪткТ.
Задача 11.3. Распределение молекул по скоростям в молекулярных 
пучках при истечении газов из малых отверстий отличается от максвелловского 
и имеет вид
F [o )d o  = Co exp
mu
2£Г
do.
Определить нормировочный коэффициент С и вид распределения.
Воспользуемся условием нормировки:
00  00 
Jf(u)< /v = J Си3 ехр
( то
2 к
do  = 1.
Занесем под знак дифференциала переменную v:
Последний интеграл можно взять
J х exp ( -аде) dx = J exp ( -а х )  dx =
да  а а
Таким образом,
- К  2 J
exp
mu2 Л
V
d v =  —
( J  f  ^  Ь - т \22 кТ
К m J
= 1.
Отсюда находим константу С:
С =
1
Окончательно полним  распределение молекул по скоростям:
F (o ) =
1
KkT;
и3ехр
( 2 \  mv
~2 кТ
Задача 11.4. Определить долю молекул w, кинетическая энергия которых 
лежит в пределах 0 < 8 < 0,01 к Т .
Запишем распределение молекул по кинетическим энергиям: 
dN(z) = Nf(z)d£. = -^=N— J-r^Veexp
w  w  j a  (кт) кТV л-t j
Число молекул, находящихся в интервале энергий, можно записать так:
Е2 2 1 
АЛГ(в1 ,82 )  =  j  ^ N —
Тогда доля
w - AA/'(si,82) _ ЕГ 2 1
кТ
ds.
\  у
JЛ  ( и -)3'2 41exp кТ ds.V у
Отметим, что энергия в этом интервале много меньше кТ. Это означает, 
что экспонента может быть разложена в ряд
ехр
Таким образом, получим
кТ
= 1
V кТ
w
2
=  1
1
Г  (кт)уг
Гг
кТ
о,от
dz
yfn ( k r f 2 J
3/2 Л
кТ
dz.
Беря интегралы, получим
w -
2 1 (  о  о  „5/2 Л 1  £.3/2 ^  6
у/п (кТ ) 3/2 ^ 3  5 кТ ^
= 10_3 —^т= = 3*10-4.
/8=0,01 кТ 15л/л;
12. Распределение Больцмана
Барометрическая формула. Рассмотрим газ, находящийся в равновесии 
в поле силы тяжести. В этом случае сумма действующих сил на каждый 
элемент объема газа равна нулю. Выделим малый объем газа на высоте h 
(рис. 12.1) и рассмотрим действующие на него силы:
S
На выделенный объем действуют сила давления газа снизу, сила давления 
газа сверху и сила тяжести. Тогда баланс сил запишется в виде
p S  = (р  + dp)S + d m g , 
где dm -  масса выделенного объема. Для этого объема можно записать 
уравнение Менделеева-Клапейрона:
p d V  = — R T  
М
Выражая величину dm, можно получить уравнение
dp = - d h ^ - g .
R T
Разделяя переменные, получим
dp
—  = - d h ^  
р  R T  '
Проинтегрируем полученное уравнение, учтя, что температура 
постоянна:
7 M g
In р  = - п —— + co n st.
R T
Пусть давление на поверхности равно ро, тогда полученное уравнение 
легко преобразовать к виду
^ M g h '
Р = Ро ехр
R T ( 12.1)
Полученная формула (12.1) называется барометрической и достаточно 
хорошо описывает распределение давления по высоте в атмосфере Земли и 
других планет. Важно помнить, что эта формула была выведена из 
предположения равновесия газа, при этом величины g  и Т  считались 
постоянными, что, конечно, не всегда справедливо для реальной атмосферы.
Распределение Больцмана. Запишем барометрическую формулу через 
концентрацию частиц, воспользовавшись тем, что р  = пкТ:
r M gh\ (  mnghп = щ  е х р  —  = пп ехр — -—
R T )  0 { кТ  .
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где то -  масса молекулы газа.
Такой же вывод можно провести для любой потенциальной силы (не 
обязательно для силы тяжести). Из полученной формулы видно, что в 
числителе экспоненты стоит потенциальная энергия одной молекулы в 
потенциальном поле. Тогда распределение частиц можно записать в виде
В таком виде формула (12.2) пригодна для нахождения концентрации 
молекул, находящихся в равновесии в поле любой потенциальной силы.
Найдем число частиц газа, координаты которых находятся в элементе 
объема dV = dxdydz:
Здесь интеграл формально записан по всему пространству, но надо 
иметь в виду, что объем системы конечен и это приведет к тому, что 
интегрирование будет вестись по всему объему системы. Тогда отношение
как раз и даст вероятность того, что частица попадет в элемент объема dV. 
Тогда для этой вероятности запишем
(12.2)
— — dxdydz
I и )
Полное число частиц в системе может быть записано в виде
N
dW
где величина потенциальной энергии молекулы будет зависеть от всех трех 
координат. Пользуясь определением функции распределения, можно записать 
функцию распределения молекул по координатам в следующем виде:
Формула (12.3) представляет собой функцию распределения Больцмана 
по координатам частиц (или по потенциальным энергиям, имея в виду, что 
потенциальная энергия зависит от координат). Легко показать, что полученная 
функция нормирована на единицу.
Связь распределений М аксвелла и Больцмана. Распределения 
Максвелла и Больцмана являются составными частями распределения Гиббса. 
Температура определяется средней кинетической энергией. Поэтому возникает 
вопрос, почему в потенциальном поле температура постоянная, хотя по закону 
сохранения энергии при изменении потенциальной энергии частиц должна 
также изменяться их кинетическая энергия, а следовательно, как кажется на 
первый взгляд, и их температура. Другими словами, почему в поле тяжести при 
движении частиц вверх у всех них кинетическая энергия уменьшается, а 
температура остается постоянной, т. е. остается постоянной их средняя 
кинетическая энергия, а при движении частиц вниз энергия всех частиц 
увеличивается, а средняя энергия остается постоянной?
Это объясняется тем, что при подъеме из потока частиц выбывают 
наиболее медленные, т. е. «наиболее холодные». Поэтому расчет энергии 
ведется по меньшему числу частиц, которые на исходной высоте были в 
среднем «более горячими». Иначе говоря, если с нулевой высоты на высоту h 
прибыло какое-то число частиц, то их средняя энергия на высоте h равна 
средней энергии всех частиц на нулевой высоте, часть которых не смогла 
достигнуть высоты h из-за малой кинетической энергии. Однако если на 
нулевой высоте рассчитать среднюю энергию частиц, достигших высоты h , то
f { x , y , z ) (12.3)
она больше средней энергии всех частиц на нулевой высоте. Поэтому можно 
сказать, что средняя энергия частиц на высоте h действительно уменьшилась и 
в этом смысле они «охладились» при подъеме. Однако средняя энергия всех 
частиц на нулевой высоте и высоте h одинакова, т. е. и температура одинакова. 
С другой стороны, уменьшение плотности частиц с высотой также является 
следствием выбывания частиц из потока.
Поэтому закон сохранения энергии при подъеме частиц на высоту 
приводит к уменьшению их кинетических энергий и выбыванию частиц из 
потока. Благодаря этому, с одной стороны, плотность частиц с высотой 
уменьшается, а с другой стороны, их средняя кинетическая энергия сохраняется 
несмотря на то, что кинетическая энергия каждой из частиц убывает. Это 
возможно подтвердить прямым расчетом, который рекомендуется проделать в 
качестве упражнения.
Экспериментальная проверка распределения Больцмана
При выводе распределения Больцмана не налагалось никаких 
ограничений на массу частиц. Поэтому в принципе оно применимо и для 
тяжелых частиц. Возьмем в качестве этих частиц, например, песчинки. Ясно, 
что они расположатся в некотором слое у сосуда. Строго говоря, это является 
следствием распределения Больцмана. При больших массах частиц показатель 
экспоненты столь быстро изменяется с высотой, что равен нулю везде за 
пределами слоя песка. Что касается пространства внутри слоя, то там надо 
принять во внимание объем песчинок. Это сведется к чисто механической 
задаче на минимум потенциальной энергии при заданных связях. Задачи такого 
типа рассматриваются не в статистической физике, а в механике.
Для того чтобы тяжелые частицы не «осели на дно», распределились в 
достаточно большом слое на высоте, необходимо, чтобы их потенциальная 
энергия была достаточно малой. Этого можно достигнуть, помещая частицы в 
жидкость, плотность которой лишь на немного меньше плотности материала 
частиц. Обозначив плотность и объем частиц через р и V, а плотность
жидкости -  ро, видим, что сила, действующая на частицу, равна F (p  -  p0 )g-.
Следовательно, потенциальная энергия такой частицы на высоте h от дна 
сосуда
t f (A) = F ( p - p 0)gA.
Поэтому распределение концентраций этих частиц по высоте дается 
формулой
по W  = п0 (0 )ех р [-г  (р -  Р о  )gh /{kT )]. ^  ^
Чтобы эффект был достаточно хорошо заметен, частицы должны быть 
достаточно малыми. Число таких частиц на разных высотах в сосуде считают с 
помощью микроскопа. Эксперименты такого рода впервые были выполнены, 
начиная с 1906 г. Ж. Б. Перреном (1870-1942).
Проделав измерения, можно прежде всего убедиться, действительно ли 
концентрация частиц изменяется по экспоненциальном закону. Перрен доказал, 
что это действительно так, и, следовательно, распределение Больцмана 
справедливо. Далее, исходя из справедливости распределения и измерив 
независимыми способами объемы и плотности частиц, можно по результатам 
эксперимента найти значение постоянной Больцмана к , поскольку все 
остальные величины являются известными. Таким путем Перрен измерил к  и 
получил результат, весьма близкий к современному.
Другим независимым способом значение к  было получено Перреном из 
опытов с броуновским движением. Броуновские частицы (мельчайшие частицы 
твердого вещества, взвешенные в жидкости или газе, которые можно 
наблюдать в микроскопе) находятся в тепловом движении так же, как и 
молекулы. Поэтому Перрен предположил, что распределение Больцмана 
справедливо и для броуновских частиц. При этом из-за значительно большей 
массы этих частиц по сравнению с массой молекул должны были наблюдаться 
более существенные изменения в концентрации частиц при малом изменении 
высоты Ah. Эмульсия гуммигута с радиусами частиц в доли микрометра 
помещалась в плоскую стеклянную кювету и рассматривалась с помощью
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микроскопа (рис. 12.2). Перемещая микроскоп в вертикальном направлении, 
можно было исследовать распределение броуновских частиц по высоте. 
Обозначим высоту слоя, видимого в микроскоп, над дном кюветы через h , 
число частиц, попадающих в поле зрения микроскопа, определяется формулой
N  = n(h)SAh
где n(h) -  число броуновских частиц в единице объема 
на высоте h; S  -  площадь; Ah -  глубина поля зрения 
микроскопа.
Применив к броуновским частицам
распределение Больцмана, можно написать
Qh
n{h) = п0е кт,
где п -  число частиц в единице объема при h = 0; Q -  вес броуновской частицы 
в эмульсии, взятый с учетом поправки на закон Архимеда.
ш ш
Q = mg -  рж£ — , V -  —, рж, р -  плотности жидкости и вещества частицы 
Р Р
соответственно; V -  объем частицы.
Написав выражение для числа частиц N  для двух разных высот hx и , 
получаем
Ж
N x = ще кт SAh,
Ж
N 2 = п0е kTSAh.
Наконец, логарифмируя отношение > приходим к следующему
выражению:
In (  N,  Л _  ( m  - p ^ F ) g (/?2 - h l ) =  дг  ^ ( 1 - р ж / р )(^2 ~ Ю
к Т  Л R T
что позволило получить формулу для экспериментального определения 
постоянной Авогадро Na-
n 4
R T
In f  пхЛ
\ П2 J(р-Рж )gVQh~ K)
В результате проведенных опытов Перрен показал, что постоянная 
Авогадро Na может принимать значения N  = (6 ,5 -  7,2) -1023 моль-1, 
заключенные в интервале, что находилось в согласии с данными других 
опытов. Определенное другими, более точными методами, 
N a =6,02*1023 м о л ь - 1 .
В последующем были проведены также эксперименты другого типа, 
полностью подтвердившие распределение Больцмана. Из экспериментов 
другого типа можно указать, например, на проверку зависимости поляризации 
полярных диэлектриков от температуры, рассмотренную выше.
18Задача 12.1. Пылинки массой т = 10" г взвешены в воздухе. Определить 
толщину слоя воздуха, в пределах которого концентрация пылинок различается 
не более чем на 1 %. Температура воздуха во всем объеме одинакова и равна 
273 К.
При равновесном распределении пылинок их концентрация зависит 
только от вертикальной координаты. В этом случае можно применить 
распределение Больцмана:
'  £ /лп = п0 ехр
Так как в однородном поле тяжести U= mgz, то
п = п0 ехр
кТ
r mgz^
кТ ,
По условию задачи изменение Ап концентрации с высотой мало по 
сравнению с п (Ап/п = 0 ,01), поэтому изменение концентрации Ап можно 
заменить дифференциалом dn. Для дифференциала можно записать
dn = - ^ - n 0exp 
кТ
r mgz^
~~kT
dz = - ^ - n d z .  
kT
Таким образом, изменение координаты будет
j  dn кТdz = -----------.
п mg
Заменяя дифференциалы на Az и Ап, и опуская знак минус, получим
. Ап кТ
Az =--------- .
п mg
Подставляя данные в условии задачи величины, получим
Az « 3,9 мм.
Задача 12.2. На какой высоте h над поверхностью Земли атмосферное 
давление вдвое меньше, чем на ее поверхности? Температуру воздуха считать 
постоянной и равной 290 К.
Используем барометрическую формулу в виде
P = Pq ехр
Mgh
V В Т ;
При использовании этой формулы предполагается, что ускорение 
свободного падения постоянно. Известно, что g  зависит от высоты над 
поверхностью Земли, однако при высотах в несколько километров g можно 
считать постоянной (т.к. высота много меньше радиуса Земли). Тогда получим
ы Ро = Mgh 
р  R T  ‘
Выразим из этой формулы h:
. RT р а 8,31-290 л _ _0_ , 
h =  ln ^ -  = —  -----  ^ In 2 = 5876 м.
Mg р  29x10 -9,8
Задача 12.3. Ротор ультрацентрифуги радиусом а = 0,2 м заполнен 
атомарным хлором при температуре Т  = 3000 К. Хлор состоит из двух
37 35 37изотопов: С1 и С1 . Доля wi атомов С1 составляет 0,25. Определить доли wx , 
W2 атомов того и другого изотопов вблизи стенок ротора, если ротору 
сообщить угловую скорость вращения со = 104 рад/с.
Воспользуемся распределением Больцмана для вращающейся 
центрифуги. Если перейти во вращающуюся систему отсчета, то в ней каждая 
частица обладает центробежной энергией:
8 цб -
2 2 /ию г
Тогда можно записать для концентраций изотопов
(  2 2 Л
/ИЮ г
2 кТ
п = и0ехр 
Для первого (тяжелого)
«1 = «Ю ехР 
И для второго (легкого)
«2 = «20 ехР
= и0 ехр
 ^М ю2 г 2 ^  
2 RT
ГМ ^ 2г2^ 
2RT
ГМ ^ 2г2^
2RT у
Найдем отношение этих концентраций на стенке ротора:
«2  «20 —  = ^ у-ехр
«1 «10
2 2 Л(М 2 -М ^ ю  а 
2RT
Имея в виду, что доля атомов определяется как
«ю ' «1 г г 1И\ = -----  , Wj = -----4— , wx +w2 = 1,
«10 + « 2 0  «1 + « 2
получим
' Wl 1 / 4  Л O'-)
W1 = ------------------------ 7 7 ------------- 4 2 2^ = ----------------------' ----- :— -  =  0,22.
(M 2 - M x)co a
wl + ( l -  и\)ехр
2 RT
l / 4  + 3 /4exp
8,31-3
Таким образом, получим доли атомов w\ = 0,22, W2 = 0,78.
Задача 12.4. Перрен использовал распределение гуммигутовых зерен в 
воде для измерения постоянной Авогадро. Плотность частиц гуммигута 
составляла р = 1,21 -103 кг/м3, их объем V = 1,03-10'19 м3. Температура, при 
которой проводился эксперимент, была равна 4°С. Найти высоту h, на которой 
плотность распределения гуммигутовых зерен уменьшилась в два раза.
Принимая во внимание, что по условию задачи V(p -  ро) = 0,22-10"16 кг, 
получаем на основе формулы (2.4) h = &71n2/[V(p -  po)g] = 12,3-10"6 м.
Задача 12.5. В воздухе при температуре 27 °С и давлении 1,013 • 105 Па
п
взвешены шарообразные частицы радиусом 10" м. Найти массу взвешенной 
частицы.
По формуле (2.4) находим т(р -  ро) = kT\n2/gh = 1,06-10'23 кг.
Учитывая, что т = 4,19-Ю'21 м3, находим (р -  р0) = 2,53-10'3 кг/м3.
3 3Поскольку ро = 1,293 кг/м , получаем р = 1,296 кг/м и, следовательно, масса 
частицы т = 1,296- 4,19-10-21 кг = 5,43 • 10-21 кг.
Задача 12.6. Газ молярной массы М  вращается в центрифуге с угловой 
скоростью Q при температуре Т. Найти среднеквадратическое расстояние газа 
от центра центрифуги. Радиус центрифуги R, высота велика. Исследовать 
полученное решение при больших скоростях вращения.
В соответствии с распределением Больцмана можно записать
/ ( г )  = С2лгехр
г М 0 2г2Л
2RT
Множитель 2кг появляется в функции распределения при переходе в 
цилиндрические координаты. Найдем нормировочную константу
«о в*
J f ( r } d r  = c j  2лгехр г м с № л
2RT  ,
dr = Сп 2RT ехр ( m o 2r % ^  Л
2RT
- 1 = 1 .
Отсюда получим константу
С
M Q
2nRT ехр
V V
(  М О 2
2RT
- 1
и функцию распределения
f(r) = —
М П 2
RT ехр
Г М О 2
-г ехр
v 2 R T ,V v  J J
- 1
( м о 2г2^ 
2RT
(12.5)
Используя функцию распределения (12.5) по правилу нахождения 
среднего, получим
«о
г2) = J r 2f ( r ) d r  =
М О " R„
R T
f  г м о 2т $л
exp
V V
2 R T
J  r 3 exp
- 1
f  М Р 2г 2 Л 
2 R T
dr.
У
Преобразуем интеграл следующим образом:
v2 Rn
г 2 > = ■
M Q
(  Г М П 21$ Л Л
R T ехр
v  2 R T  у
МО?
- 1
J г3ехр
о
ГМ Р 2г 2Л
V 2 R T  У
dr =
Г f  М О 2 R ^  Л
ехр - 1
J г 2 ехр
ГМ 0 2г2Л
V 2 R T  У
dr2.
Последний интеграл можно взять методом дифференцирования по 
параметру
|  хехр(ах)й6с = - ^ - J exp(ax)dx = - ^ j  —(exp(ou0) - l )  J =
d a \ а
= — 5y(exp(ax0) - l )  + —  exp(ou0). 
a  a
Таким образом, получим
r2 > =
exp г м а 2^ л
2RT У
exp
2RT
- 1
2 RT  
MCI2
/
Из формулы (12.6) в пределе
MCl2R% 
2 R T
» 1
полним
( 12.6)
2 R T
MCl2R%
Тогда среднеквадратическое расстояние
? \ 1/2
г2} =Во 1
2RT
xl /2
MCl2R%
Отличие этого расстояния от Ro характеризует толщину слоя вблизи 
стенки, в которой в основном находится газ:
h = R0 - ( r 2 \ У2 RT
MCTRq
13. Уравнение состояния идеального газа.
Первое начало термодинамики
Уравнением состояния идеального газа (ИГ) называется уравнение, 
связывающее между собой параметры состояния ИГ -  давление р ,  объем V  и 
температуру Т. Это уравнение Менделеева-Клапейрона:
p V  - v R T , (13.1)
где v = ~ количество вещества (то есть количество молей газа); т -  масса
газа; М — его молярная масса.
Очень важный физический закон -  закон сохранения энергии
применительно к тепловым процессам называется первым началом
термодинамики: количество теплоты Q, подведенное к системе, идет на 
изменение ее внутренней энергии A U и на совершение системой работы А над 
внешними телами:
Q = AU + A . (13.2)
Для работы газа есть общая формула
A -  j  p d V , (13.3)
К
а изменение внутренней энергии можно рассчитать так:
A U  = L VRAT = ^ ,  (13.4)
2 у — 1
где АТ — изменение температуры в ходе процесса; i -  число степеней свободы 
молекул газа; у -  показатель адиабаты газа. Эти величины связаны между собой 
соотношением
i + 2
Формулу (13.2) часто называют интегральной -  она описывает процесс в 
целом. Для бесконечно малого участка процесса используют 
дифференциальную форму записи первого начала:
-гг vRdT JTr bQ = dU + ЬА =  h p d V . (13.6)У — 1
В этом выражении используются значки d  и S -  это обычно делается для 
того чтобы подчеркнуть, что внутренняя энергия -  это функция состояния, а 
работа и теплота -  функции процесса.
Задача 13.7. Газ с молярной массой М  находится под давлением р  между 
двумя одинаковыми горизонтальными пластинами. Температура газа растет 
линейно от Т\ у нижней пластины до 7г у верхней. Объем газа между 
пластинами равен V. Найти его массу.
Прежде всего введем некоторые дополнительные обозначения. Пусть 
площадь пластин равна S, а расстояние между ними равно d  (рис. 13.1). Ясно, 
что V = Sd. Температура меняется линейно вдоль оси х, и эту зависимость 
можно записать в виде
Рассмотрим слой газа толщиной dx, находящийся на расстоянии х  от 
нижней пластины. Он имеет объем dV = Sdx, а его массу dm можно выразить, 
используя уравнение (13.1):
^  _ M pdV _ MpS ^  _ MpS dx
R T  RT R Т1 + Т^ г 7± х
h
Нам осталось проинтегрировать это выражение и получить ответ:
т =
I
dx MpShMpS
R 1 т1+^ х  Ч Т2 - Ъ )
1 h
In Т г-T i
h
x
M rV  - ь Д .
4 T2 ~ Ti )  Tl
(13.7)
Задача 13.2. Определить наименьшее возможное давление идеального 
газа в процессе, происходящем по закону Т= То + aV2, где Го и а  -  
положительные постоянные; V -  объем моля газа.
Воспользуемся вновь уравнением Менделеева-Клапейрона (13.1) и 
выразим давление газа
R T (
P  =  - ^ ~  =  R
Л
-  + a V
k V
(13.8)
Исследуем это выражение на экстремум, найдем объем, при котором 
давление будет минимальным:
dp
dV
= R + а = 0 , F = , F 4
а
и подставим его в формулу (13.8):
Anin =  2 R y [ a J ^ . (13.9)
Задача 13.3. В вертикальном цилиндре под невесомым поршнем 
находится один моль идеального газа при температуре Т. Пространство над 
поршнем сообщается с атмосферой. Какую работу необходимо совершить, 
чтобы, медленно поднимая поршень, изотермически увеличить объем газа в п 
раз? Трения нет.
Будем считать, что поршень имеет площадь S  и первоначально находится 
на расстоянии хо от дна цилиндра. Таким образом, первоначальный объем газа 
Vo =Sxо. Начальное давление газа равно атмосферному ро и, согласно 
уравнению (13.1),
p 0V0 =RT0. (13.10)
В процессе расширения давление газа в цилиндре будет уменьшаться. 
Найдем его в момент, когда поршень будет находиться на расстоянии х  от дна 
цилиндра. Так как процесс изотермический, то
p V  = p 0V0 , pSx = p 0Sx0 , р  (13.11)
X
Таким образом, появляется разность давлений, действующих на поршень 
сверху (ро) и снизу (р), то есть возникает сила F, действующая на поршень и 
направленная вниз:
F  = (Po~ p ) s  = Pos
л
(13.12)
.  * у
Для того чтобы медленно поднимать поршень, нужно приложить такую же по 
величине силу, направленную вверх, и ее работу можно легко посчитать:
Л
Л = J Fdx -  p 0S  J 1— -  dx -  - l ) x 0 - х 01пя) =
X0 x 0
= / ? о ^ о ( и - 1 - 1п и )  =  р < У о { п - 1 - \ п . п )  = R T Q ( n - \ - b \ n ) .  (13.13)
Задача 13.4. Три моля идеального газа, находившегося при температуре 
То =213 К, изотермически расширили в п = 5 раз и затем изохорически нагрели
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так, что его давление стало равным первоначальному. За весь процесс газу 
сообщили количество тепла Q = 80 кДж. Найти у для этого газа.
Данный процесс состоит из двух стадий -  изотермической и 
изохорической, поэтому и количество теплоты, сообщенное газу, нужно 
записать в виде суммы двух слагаемых:
Q = Qi + Q2- (13.14)
При изотермическом процессе Т  = const, то есть AU\ = 0, поэтому
V2
Qi = Ai = j  p d V .
К
Здесь мы воспользовались формулами (13.2) -  (13.4). 
Для расчета работы вспомним формулу (13.1):
„  _  vRTo
и тогда
V,г dV К,
Ql = v R T j  —  = vRT0 bi-+ = \’RT0 \nn . (13.15)
v, Г Г>
При изохорическом процессе объем газа не меняется, и, значит, его 
работа равна нулю (см. (13.3)). Поэтому, согласно формуле (13.2):
Q l= , U l= ^ L = ^ R .  (13.16)
у — 1 у — 1
Поясним полученный результат. На первой стадии, при изотермическом 
процессе, объем увеличился в п  раз. При этом давление газа уменьшилось в п 
раз. На второй стадии, при изохорическом процессе, давление вернулось к 
первоначальному значению, то есть возросло в п раз, а это значит, что 
температура газа увеличилась тоже в п раз.
Дальше все понятно: АТ = пТ0 - T Q = ( n -  1)Г0.
Теперь подставим формулы (13.15) и (13.16) в исходное выражение 
(13.14) и найдем у:
Q -  vRTq
V I V  
n - 1 Q
у -1  vRT0 
n - 1
y - 1  
— In w,
y - 1 :
Q - In  n
v R T q
У = 1 + ” 1 =1,4. (13.17)
 In w
v R T q
Этот результат, кстати, соответствует газу, состоящему из двухатомных 
молекул (у них число степеней свободы равно пяти).
Задача 13.5. Один моль кислорода, находившегося при температуре 
7о= 290 К, адиабатически сжали так, что его давление возросло в п = 10 раз. 
Найти:
а) температуру газа после сжатия;
б) работу, которая была совершена над газом.
Для начала надо кое-что вспомнить. Адиабатическим называется процесс, 
протекающий без теплообмена с окружающей средой. Если газ расширяется -  
он совершает работу, и эта работа происходит за счет убыли внутренней 
энергии газа -  газ охлаждается. И наоборот -  если газ сжимается под действием 
внешних сил, происходит увеличение его внутренней энергии и его 
температура увеличивается. Значит, в нашем случае газ будет нагреваться.
Уравнение адиабатического процесса (его называют уравнением 
Пуассона) обычно записывают в виде
p V y = const (13.18)
l-V
p  y T = const. (13.20)
Газ -  кислород, молекула двухатомная, поэтому i = 5, у =1,4 (см.(13.5)).
Нам для решения пригодится формула (13.14), которую мы запишем так:
1—у 1-у
р ^ Т  = р 0у Т0.
Отсюда сразу получаем ответ на первый вопрос:
Т = П
( \  
Ро_
Р >
1-у у-1
= Тпп у =560К . (13.21)
Для ответа на второй вопрос задачи нам потребуются две формулы. 
Одна -  для работы газа (13.3), а вторая -  (13.18), которую мы запишем в виде
Povop V y = PqVq , р уу
Тогда
А = ] р *У = п Г , =
1 1
у  У-1 у У - 1 КУ уо у
Povo
1 - у
Г У  у-1 Л
^ - г - 1  yy -1
Povo
у - 1
1 - (13.22)
Из формулы (13.18) следует, что
У
= ---- = П,
Ро
±  = п у _0
K V ;
=  П У
а уравнение состояния (13.1) даетpqVq=RTq. Подставляя все в (13.21), получим
Г у-1 Л
a - r t °
у - 1
1 — п у (13.23)
Мы получили полезную формулу. Она описывает работу газа при 
адиабатическом процессе. Но нас сейчас интересует работа Авнеш, совершенная 
над газом внешними силами:
Дзнеш = - ^  = ^ 7  п  Y - 1 =5,6 К ДЖ . у - 1
V
Задача 13.6. В баллоне объемом К = 7,5 л при температуре Г = 3 0 0 К  
находится смесь идеальных газов: Vi =0,10 моля кислорода, V2 =0,20 моля азота 
и V3 =0,30 моля углекислого газа. Считая газы идеальными, найти:
а) давление смеси;
б) среднюю молярную массу М  данной смеси, которая входит в уравнение ее 
состояния.
Запишем уравнения Менделеева-Клапейрона для каждого из этих газов:
Для ответа на второй вопрос задачи запишем уравнение Менделеева- 
Клапейрона для смеси газов:
где тъ - m l + m2 + m3 -  v1M 1 + v 2M 2 + v3M 3.
Найдем из этого уравнения среднюю молярную массу М  данной смеси:
PlV = v.RT,
P lV = V2R T > 
p 3V -  v 3RT
и сложим их:
(Pi + Р2 + Ръ)У = { ^ \+ ^ 2 +^ъ)КТ  •
Учтем, что р± + р 2 + р 3 -  р , и получим первый ответ:
М  = _  з^ 7 г/моль
p V
Задача 13.7. В вертикальном закрытом с обоих торцов цилиндре 
находится массивный поршень, по обе стороны которого -  по одному молю 
воздуха. При Т=  300 К отношение верхнего объема к нижнему г| = 4,0. При 
какой температуре это отношение станет равным г|* = 3,0?
Разность давлений сверху и снизу не зависит от температуры и определяется 
массой поршня и его площадью:
поэтому
P i — Р \ = P i — Р\ ’
R T R T  RT* RT*
Из условия задачи следует, что
(13.25)
поэтому
Общий объем газа остается неизменным:
F2 (t1 + 1) = F2*(t1* + 1)
ИЛИ
Vi = Л + 1 
V2 г|* +1
Нам осталось записать ответ:
г , = г Л Г2 (л 1 )^ *1 !) = 420 К.
pF2 ( p * - l )  л(л - 1)
Задача 13.8. Найти давление воздуха в откачиваемом сосуде как функцию 
времени откачки. Объем сосуда Vo, начальное давление ро. Процесс считать 
изотермическим и скорость откачки не зависящей от давления и равной к.
Скоростью откачки называют объем газа, откачиваемый в единицу 
времени, причем этот объем измеряется при давлении газа в данный момент 
времени. Пусть за время dt из сосуда откачали объем газа dV. При этом масса 
газа в сосуде уменьшилась на величину dm, которую мы найдем, используя 
уравнение Менделеева-Клапейрона:
p dV = — RT,
М
, pM dV  dm = --------- .
R T
Скорость откачки определим по формуле к = dV /dt, и тогда
^  _ pM dV _ pM kd t 
т ~ R T  ~ R T
Объем сосуда не меняется -  он равен Vo, поэтому при уменьшении массы 
газа уменьшается и его давление:
dpV0 = - — R T  = -p kd t.
М
Преобразуем это уравнение к виду
dp к  ,
—  =  dt
Vo
и проинтегрируем его:
р  = сехр f  X  л 1
г° у
Постоянную интегрирования с определим из условия: при t = О р  = ро. 
Поэтому
Р = Ро ехр
f  X  Л
 1
Го у
Задача 13.9. Показать, что внутренняя энергия U воздуха в комнате не 
зависит от температуры, если наружное давление р  постоянно. Вычислить U,
а
если р  равно нормальному атмосферному давлению и объем комнаты V= 40 м .
Внутренняя энергия данной массы идеального газа, конечно, зависит от 
температуры. Но в данном случае масса газа будет изменяться. Она, в 
частности, будет уменьшаться при увеличении температуры, так как часть газа 
из комнаты уйдет. Пусть первоначально температура газа была Т\, а затем она 
стала равна 7г. Тогда начальное и конечное значения внутренней энергии 
можно записать в виде
r t 2
= — -
у — 1 у — 1
Найдем их отношение
^2  _ т2^2
Ux т{Гх
Вспомним уравнение Менделеева-Клапейрона:
т
p V  = — R T  
М
и перепишем его в виде
M pV
тТ
R
Правая часть этого выражения в соответствии с условиями задачи есть 
величина постоянная, поэтому = т\Т\ и, следовательно, U = const. Что и 
требовалось показать.
Задача 13.10. Найти молярную массу газа, если при нагревании 
m = 0,50 кг этого газа на АТ=  10 К изобарически требуется на AQ =1,48 кДж 
тепла больше, чем при изохорическом нагревании.
Изобарическое нагревание требует большего количества теплоты, нежели 
нагревание изохорическое -  в первом процессе тепло идет не только на 
увеличение внутренней энергии газа (как во втором случае), но и на 
совершение газом работы над внешними телами при его расширении.
Итак, A Q = Qp - Q v ,
m RAT
QV =AU
M  у — 1
_ , т т  A  m  R^ T  АТ/Q = А и  + А = — ------  + pAV.
М  у — 1
Учитывая, что при изобарическом процессе
pA V  = ^ -R A T ,
М
получим
и тогда
Далее -  ответ:
Это азот.
_ m yRAT
AQ =— RAT. 
M
w  mRAT _0 
M  =  = 28 г/моль.
Задача 13.11. Один моль идеального газа изобарически нагрели на 
АТ=  72 К, сообщив ему количество тепла Qp =1,60 кДж. Найти приращение его 
внутренней энергии и величину у = Ср/су.
По первому началу термодинамики A U = Q -A .  Для изобарического 
процесса
А = pA V  = RAT,
поэтому
AU = Qp -  RAT  = 1,00 кДж.
Для ответа на второй вопрос воспользуемся формулой, полученной при 
решении предыдущей задачи (учтем, что m/M=  1):
yRAT 
У — 1
и найдем
QP = г- = ,
= - ^ -  = 1,60. 
A U
Задача 13.12. Два моля идеального газа при температуре 7о =300 К 
охладили изохорически, вследствие чего его давление уменьшилось в 
п = 2 раза. Затем газ изобарически расширили так, что в конечном состоянии 
его температура стала равна первоначальной. Найти количество тепла, 
полученного газом при этом процессе.
За основу решения задачи возьмем первое начало термодинамики:
Q - Q n  + Qi3 = ^ U l2 + Аи  + AU23 +Ul2.
AUu  + AU23 -  AUl3 -  0, 
так как температуры начального и конечного состояний совпадают. Так как 
процесс изохорический, А и  = 0. В итоге получаем Q = А\2. Нам осталось 
вычислить работу, совершенную газом в ходе изобарического расширения:
^23 = Pi (^3 ~ ^l)-
Учтем, что V2 =V\, Р2 = р\/п, P2V3 = vRTq, p 2V2 = p\V\/n = vRToln, и полним  
ответ:
Q = vRT0 —  = 2,5кДж. 
п
Задача 13.13. Вычислить у для газовой смеси, состоящей из Vi =2,0 моля 
кислорода и V2 =3,0 моля углекислого газа. Газы считать идеальными.
Постоянная адиабаты у определяется формулой у = ср / с у , где ср и су -  
молярные теплоемкости газа при изобарическом и изохорическом процессах 
соответственно. Воспользуемся первым началом термодинамики:
Qr = cr AT = AU  = ^ ^  + ^ ^ - ,
Y i - 1  Г г - 1
Qp = cpt±.T = A U +  A = QV +  р х AV +  р 2ЬУ.
При изобарическом процессе
рЬУ  = vRAT,
поэтому
Qp = Qy + (vi + v 2 )RA T.
Итак,
cp  _ u  V i + V 2 _ V i T i t Y a ~ ! ) _ l j 3 3 -
СV Qv _ ^ L +  V 2 V 1 ( y 2 - 1 )  +  V 2 ( y 1 - 1 )
Yi — 1 У2 - 1
Задача 13.14. Внутри закрытого с обоих концов горизонтального 
цилиндра находится легкоподвижный поршень. Первоначально поршень делит 
цилиндр на две равные части, каждая объемом Vo, в которых находится газ 
одинаковой температуры и под одним и тем же давлением ро. Какую работу 
необходимо совершить, чтобы, медленно двигая поршень, изотермически
увеличить объем одной части газа в г| раз по сравнению с объемом другой 
части?
Рассмотрим газ в тот момент, когда поршень сместился на расстояние х  
относительно первоначального положения (рис. 13.2). Тогда для левой части 
мы можем записать равенство
Р\ (Г0 + Sx) = p 0Vо,
а для правой -
P 2 {V0 + Sx) = p 0V0.
I I I X  I
Рис. 13.2
В этих выражениях р\ и р 2 -  давления газа слева и справа от поршня, а 
S -  его площадь. Таким образом, разность давлений газа слева и справа от 
поршня: Ар = р 2 —р и  и на поршень будет действовать сила
F  = ApS IPqVqS х  
V f - S 2x 2 ’
Элементарная работа dA, которую необходимо совершить, чтобы 
увеличить смещение поршня на величину dx, определяется выражением 
dA = Fdx, а полную работу мы найдем, вычислив интеграл:
тт-2Хр Xr 2 n V S 2xdx Хр d ( s 2X2\
A = \F dx = \  0 0  = p 0V0\  J  J  = PqVq\r
о n ; - s  x 0 vc V 2 — S 2 x 2yo ъ xk
Верхний предел интегрирования Xk характеризует смещение поршня 
относительно первоначального положения, при котором выполняется условие 
V\ = r\V2 , то есть
Fo + S x ^ ^ r . - S x t ) .
Отсюда следует, что
к0( л - 1)
* •S'f’l + l ) ’
и мы получаем ответ:
Задача 13.15. Некоторую массу азота сжали в г\ = 5,0 раз (по объему) один 
раз адиабатически, другой -  изотермически. Начальное состояние газа в обоих 
случаях одинаково. Найти отношение соответствующих работ по сжатию газа.
Работа А, затраченная на сжатие газа, равна со знаком минус работе 
самого газа при этом процессе, то есть
При адиабатическом процессе
p r ^ p t f ,
поэтому
Vr
и
Учитывая, что V\ = r| V2, получим окончательно
При изотермическом процессе
pv = plr1,
поэтому
к
Ат = - p lVl J - — = PlVx ln-^- = PlVx lnri.
v,
Запишем ответ:
2
Л
у-i
Л- (y - i ) W
Осталось напомнить, что молекулы азота двухатомные и поэтому у = 1,4.
14. Теплоемкость идеального газа. Политропические процессы
Молярной теплоемкостью с называется физическая величина, равная 
количеству теплоты, которое необходимо сообщить молю вещества, для того 
чтобы изменить его температуру на 1 К. Математически это выглядит 
следующим образом. Пусть система состоит из v молей вещества. Этой системе 
сообщили количество теплоты 8Q, и ее температура изменилась на величину 
ЬТ. Тогда
с = 5 р  ( 1 4 1 )
Теплоемкость определяется количеством теплоты, которая является 
функцией процесса, поэтому теплоемкость любой термодинамической системы 
будет зависеть от типа процесса. Для идеальных газов обычно выделяют два 
типа теплоемкости -  при постоянном объеме (то есть при изохорическом
процессе) ее обозначают с у, и при постоянном давлении (то есть при
изобарическом процессе) ее обозначают ср. Они равны соответственно
сг =— -  (14.2)
у - 1
и
Ср =  (14.3)
у - 1
Помимо изопроцессов, в термодинамике существует множество других 
процессов, в ходе которых теплоемкость также остается неизменной. Эти 
процессы называются политропическими. В случае идеальных газов все они 
описываются уравнением
p V n = const, (14.4)
которое называется уравнением политропы. Параметр п в этом уравнении 
носит название показателя политропы. Это уравнение часто записывают с 
использованием других переменных, например Т и У :
T V n~l= const. (14.5)
Показатель политропы п можно выразить через теплоемкость газа:
n = C— ^ L , (14.6)
С — Су
и наоборот, можно вычислить теплоемкость газа при политропическом
процессе, если известен параметр п :
R R . .
с = ---- -------- - . (14.7)
у — 1 п - 1
Работу газа при политропическом процессе в ряде случаев удобно 
вычислять по формуле
A = Q - A U  = v ( c - c v )A T  = ^ ^ .  (14.8)
1 - п
Задача 14.1. Найти молярную теплоемкость при политропическом
процессе p V n = const, если показатель адиабаты газа равен у. При каких 
значениях показателя политропы п теплоемкость газа будет отрицательной?
Ответ на первый вопрос задачи у нас уже есть -  это формула (14.7), и мы
не стали бы рассматривать эту задачу, если бы в ней не было второго вопроса.
Действительно, что означает отрицательная теплоемкость? Давайте разберемся.
Отрицательная теплоемкость означает, что при подводе к системе тепла ее
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температура понижается. Может ли такое быть? Может. Это происходит тогда, 
когда работа, совершаемая системой, больше, чем подводимое к ней тепло. В 
этом случае на совершение системой работы затрачивается еще и часть ее 
внутренней энергии -  и температура системы понижается.
Итак, займемся формулой (14.7) и рассмотрим случай, когда с < 0. Это 
возможно в том случае, если
Левая часть этого неравенства всегда положительна (у >1), поэтому 
должна быть положительна и его правая часть, то есть п > 1. В результате 
получаем
Таким образом, отрицательная теплоемкость системы возникает при 
протекании процессов, являющихся, условно говоря, промежуточными между 
изотермическим и адиабатическим процессами.
Задача 14.2. Объем моля идеального газа с показателем адиабаты у 
изменяют по закону V = а/Т, где а -  постоянная. Найти количество тепла, 
полученного газом в этом процессе, если его температура испытала 
приращение АТ.
Перепишем формулу для объема, приведенную в условии задачи, в виде 
T V  = а  и сравним ее с уравнением (14.5). Вывод очевиден -  мы имеем 
политропический процесс с показателем политропы п = 2. Теплоемкость газа в 
этом процессе определим по формуле (14.7) и получим ответ:
R R
 < ------
у — 1 п - 1
1 < п < у. (14.9)
л 2 — у
— y-r a t .Q = с АТ = R -----чУ-1 1 АТ (14.10)
Задача 14.3. Идеальный газ с показателем адиабаты у расширили по 
законур  = aV, где а -  постоянная. Первоначальный объем газа Vo . В результате 
расширения объем увеличился в г| раз.
Найти:
а) приращение внутренней энергии газа;
б) работу, совершенную газом;
в) молярную теплоемкость газа в этом процессе.
Прежде всего обратим внимание на условие задачи: давление газа 
пропорционально его объему. То есть при расширении газа его давление не 
уменьшается, а возрастает! Может ли такое быть? Может. В ходе процесса 
система получает настолько большое количество теплоты, что его хватает не 
только на работу, совершаемую газом, но и на увеличение его внутренней 
энергии.
Воспользуемся формулами (13.4)и(13.1)и  ответим на первый вопрос:
л и  уЛАГ  уДГ-уДГр р Г -Р о У 0 <*(Г2 -Г„2) аГ02( t)2 - i )  ^  ^
у — 1 у — 1 у — 1 у — 1 у — 1
Работу, совершенную газом, найдем по известной формуле (13.3):
А = j p dV  = |  aVdV ■ aV
V V
a(v2-V02) аУ02 (ц 2 -1 )
(14.12)
Для того чтобы ответить на третий вопрос задачи, перепишем формулу,
приведенную в условии, в виде p V 1 = а. Мы получили уравнение
политропического процесса (14.4) с показателем политропы п = -1 . Молярную 
теплоемкость вычислим по формуле (14.7):
R R R . ч
+  —  =  С у +  —  . (14.13)
у - 1  2 2
Задача 14.4. Один моль идеального газа с показателем адиабаты у 
совершает процесс при котором его давление р  ~ 7е, где а -  постоянная.
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Найти:
а) работу, которую произведет газ, если его температура испытает 
приращение АТ;
б) молярную теплоемкость газа в этом процессе; при каком значении а 
теплоемкость будет отрицательной?
Пожалуй, единственное, что нужно сделать, чтобы решить эту задачу -  
преобразовать формулу для давления, приведенную в условии, к виду 
уравнения политермы. Для этого перепишем ее в виде
р Т а = const (14.14)
и перейдем к переменным Т и V. Из формулы (3.1) следует, что р  ~ Т /  V, 
поэтому уравнение (14.14) можно представить в виде
т \ - а у - \  _  c o n s t ,
ИЛИ
T V a~l = const. (14.15)
Сопоставляя это уравнение с формулой (14.5), найдем показатель 
политропы:
п - 1
1
а - 1
и по формуле (14.8) найдем работу газа:
п
а
а - 1
A = ^  = ( l - a ) R A T .
Теплоемкость определим по формуле (14.7):
R R пс = --------------- = R
г 1
у - 1
+ 1 - а
у - 1  п —1 
Теплоемкость будет отрицательной, если
У
= R
у - 1
а
а  >
у-1
(14.16)
(14.17)
Задача 14.5. Один моль идеального газа 
с известным Су находится в левой части ~
WL
цилиндра (рис. 14.1). Справа от поршня
вакуум. В отсутствии газа поршень находится
вплотную к левому торцу цилиндра и пружина рис> 14.1
в этом положении не деформирована. Боковые
стенки цилиндра и поршень — адиабатные. Газ нагревают через левый торец 
цилиндра. Найти теплоемкость газа в этих условиях.
Итак, мы запустили моль газа в левую часть цилиндра и начали его 
нагревать. При этом происходит деформация пружины, и давление газа можно 
выразить так:
v  _ ^удр _ ^
S  S ’
где к  — жесткость пружины; х  -  величина ее деформации; S  — площадь 
поперечного сечения цилиндра. Умножим и разделим правую часть этого 
выражения на S  и учтем, что V = xS  — это объем, занимаемый газом:
kV
Р = ^ 2 - (14.18)
S
Вспомним, что согласно уравнению состояния
R T
р = т -
и перепишем выражение (14.18) в виде
Т к
V2 R S 2
= const
или
TV~2 -  const.
Мы получили уравнение политропического процесса (см. формулу (14.5)) 
с показателем политропы п = —1. А дальше — применяем формулу (14.7) и 
получаем ответ:
Л _  л _  С у *  ( 1 4 1 9 )
у — 1 п - 1 2
Задача 14.6. Показать, что процесс, при котором работа идеального газа 
пропорциональна соответствующему приращению его внутренней энергии, 
описывается уравнениемp V  = const, где п -  постоянная.
Из условия задачи следует, что ЪА = adU, где а -  коэффициент 
пропорциональности. То есть
vRdT  
pdV  = а  .У — 1
Согласно уравнению Менделеева-Клапейрона
vRT
поэтому
Обозначим
dT  у - \ d V  
Т а  V
У- 1 л  = 1 — п,
а
тогда
dT  / ,d V  
—  = (1 - и ) — .
Т V
Проинтегрируем это уравнение и получим ответ:
1пГ  = (l-w )ln K  + In const,
T V n~l = const,
p V n = const.
При записи окончательного результата мы учли, что согласно уравнению 
Менделеева-Клапейрона T ~pV .
Задача 14.7. При некотором политропическом процессе объем аргона был 
увеличен в а = 4 раза. Давление при этом уменьшилось в Р = 8 раз. Найти 
молярную теплоемкость аргона в этом процессе, считая газ идеальным.
Воспользуемся уравнением политропического процесса и запишем его в
виде
РхУх=РгУ2-
Другими словами,
А  =
Рг
f  тт \ п
Учитывая, что V2 / V) =а, ap i /р2 = Д  найдем показатель политропы п:
1пр
п
1п а
и вычислим молярную теплоемкость аргона по известной формуле
R R --------------- = -  4,2 Дж/(моль • К).
у - 1  п - 1
При расчетах мы учли, что аргон -  газ одноатомный и для него у = 5/3.
Задача 14.8. Один моль аргона расширили по политропе с показателем 
п = 1,50. При этом температура газа испытала приращение АТ=  -26 К. Найти:
а) количество полученного газом тепла;
б) работу, совершенную газом.
Для того чтобы ответить на первый вопрос, достаточно вычислить 
теплоемкость газа:
с = — -------—  = -4,16 Дж/ (моль • К)
у - 1  п - 1У
и найти количество полученного газом тепла:
Q -  сАТ -  0,11 кДж.
Для вычисления работы воспользуемся первым началом термодинамики:
R A T
A = Q - A U  = Q  = 0,43 кДж.У — 1
Как и в предыдущей задаче, у = 5/3.
Задача 14.9. Идеальный газ с показателем адиабаты у расширяют так, что 
сообщаемое газу тепло равно убыли его внутренней энергии. Найти:
а) уравнение процесса в параметрах Т, V;
б) молярную теплоемкость газа в этом процессе.
На первый взгляд условие этой задачи кажется странным. Система 
получает тепло, а ее температура уменьшается. Но это только на первый взгляд. 
Система действительно получает тепло, но при этом совершает настолько 
большую работу, что на это идет не только подводимое к ней тепло, но и часть 
ее внутренней энергии.
Запишем условие задачи в виде
5 Q = -d U ,
8А + dU = -d U ,
JTr 2 vRdT
pdV  = ------------.У — 1
Используем уравнение Менделеева-Клапейрона и выразим р :
vRT
р = ~ -
Тогда
TdV _ 2dT  
V ~ у — Г
dT _  у - \ d V  
Т ~ 2 V ‘
Проинтегрируем это выражение:
у — 1
1п Г  = —-— InF + In const. 
2
Полученное уравнение легко преобразуется к виду
у - 1
TV 2 = const.
Мы получили уравнение политропы TV1' 1 =const, в котором показатель
политропы п = (у+1)/2 .
Вычислить молярную теплоемкость газа в этом процессе не составляет
Задача 14.10. Идеальный газ с показателем адиабаты у совершает 
процесс, при котором его внутренняя энергия U  ~ Vх, где а -  постоянная. 
Найти:
а) работу, которую произведет газ, если внутренняя энергия испытала 
приращение A U;
б) молярную теплоемкость в этом процессе.
Перепишем условие задачи в виде U= РТ“, где Р -  постоянная. Тогда
труда:
R R R
с
у - 1  п - 1 у - 1
р  = Р ( у - 1 ) Г - ‘.
Найдем работу, которую произведет газ:
Для вычисления молярной теплоемкости учтем, что T~U~Va, поэтому
TV~a = const.
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Сравним это выражение с уравнением политропы TV1 = const и найдем 
показатель п :
п = 1 — а.
Ответ таков:
R R R R 
+
у - 1  п - 1 у - 1  а
15. Энтропия
Введение Клаузиусом понятия энтропия -  одно из удивительных 
событий, сделанных на «кончике пера», теоретически. Несмотря на это 
обстоятельство и на отсутствие приборов, которые бы непосредственно 
измеряли энтропию вещества, это понятие оказалось необычайно полезным в 
термодинамике и не только в ней. Энтропия S  вводится через ее элементарное 
приращение
dS = ^ ,  (15.1)
суть которого заключается в следующем: на бесконечно малом участке 
равновесного процесса, протекающего при температуре Т, система получает 
бесконечно малое количество теплоты SQ, при этом изменение ее энтропии 
определяется по формуле (15.1). Заметим, что если процесс неравновесный и, 
значит, необратимый, знак равенства в выражении (15.1) изменяется на знак
«больше». Изменение энтропии в ходе равновесного процесса определяется по
формуле
J ¥  = J  (15.2)
(1Д) 1 (1.2) 1
Этот интеграл вычисляется очень просто, если процесс политропический 
(см. предыдущий раздел). В этом случае с = const и поэтому
Показатель адиабаты у определяется сортом газа (числом степеней 
свободы его молекул); п -  показатель политропы.
Задача 15.1. Найти (в расчете на один моль) приращение энтропии 
углекислого газа при увеличении его температуры в п = 2,0 раза, если процесс 
нагревания: а) изохорический; б) изобарический.
R
При изохорическом процессе c = cv =  , поэтому согласно формуле
У — 1
(15.3):
AS = c ln ^ -  = —^ у1пи = 19Дж/(моль-К). (15.5)
При изобарическом процессе с = с = , поэтому
У — 1
AS = ср Ы ^  = - ^ -А п п  = 25Дж/(моль-К).. (15.6)
При проведении вычислений мы учли, что для углекислого газа у = 4/3.
Задача 15.2. Во сколько раз следует увеличить изотермически объем
идеального газа в количестве v = 4,0 моля, чтобы его энтропия испытала
приращение AS = 23 Дж/К?
При решении этой задачи не удастся использовать «в лоб» формулу (15.3)
и вот почему. Показатель политропы для изотермического процесса п = 1,
то есть с —> ±оо 5 а логарифм равен нулю -  имеем неопределенность.
Посчитаем приращение энтропии напрямую по формуле (15.2):
165
лд-  f bQ -  f dU + bA_ f 8A_ f pdV _
J t ' J  t  J t  J t
(1,2) 1 (1,2) 1 (1,2) 1 (1,2) 1
= f ^ ^  = W ?ln^- = W?lnw. (15.7)
J F
n = exp—  = 2 . (15.8)
vR
Задача 15.3. Два моля идеального газа сначала изохорически охладили, а 
затем изобарически расширили так, что температура газа стала равна 
первоначальной. Найти приращение энтропии газа, если его давление в данном 
процессе изменилось в п = 3,3 раза.
Конечно, эту задачу можно было бы решать так: найти изменение 
энтропии на первом участке процесса, затем -  на втором, а потом сложить эти 
величины. Мы поступим по-другому. Энтропия -  функция состояния и ее 
изменение не зависит от того, каким образом мы перешли из одного состояния 
в другое. В нашей задаче начальное и конечное состояния лежат на одной 
изотерме, а это значит, что два данных процесса можно заменить одним -  
изотермическим и воспользоваться уже полученным результатом (15.7):
AS = Г ^ ^  = у^1п ^- = у ^ 1 п ^ - = у/г1пй = 20 5 ^ .  (15.9)
\  у Ух Рг К
Задача 15.4. Процесс расширения двух молей аргона происходит так, что 
давление газа увеличивается прямо пропорционально его объему. Найти 
приращение энтропии газа при увеличении его объема в а = 2,0 раза.
Как следует из условия, р  ~ V, то есть p V 1 = const. Это политропический 
процесс с показателем политропы п = — 1, и теплоемкость газа в этом процессе
Для аргона, кстати, у = 5/3. Вспомним формулу (14.5):
и, используя (15.3), получим ответ:
(15.10)
Задача 15.5. Один моль идеального газа с известным значением 
теплоемкости Су совершает процесс, при котором его энтропия зависит от 
температуры как S  = а/Т, где а -  постоянная. Температура газа изменилась от Т\ 
до 7г. Найти:
а) молярную теплоемкость газа как функцию температуры;
б) количество тепла, сообщенное газу;
в) работу, которую совершил газ.
Для ответа на первый вопрос задачи воспользуемся формулами (14.1) и
Работу, совершенную газом, найдем, используя первое начало 
термодинамики:
(15.1):
dT dT Т  
Ответ на второй вопрос мы получим, взяв интеграл:
C- 3Q _ TdS _ g (15.11)
(15.12)
Ту
Задача 15.6. При очень низких температурах теплоемкость кристаллов 
C = a f ,  где а -  постоянная. Найти энтропию кристалла как функцию 
температуры в этой области.
С вычислительной точки зрения эта задача не представляет особого 
интереса, однако есть определенный физический резон рассмотреть ее:
Постоянная интегрирования, которую мы обозначили как So, имеет свой 
физический смысл: при Т = О, S = So, то есть So -  это энтропия при абсолютном 
нуле температур. И здесь нам на помощь приходит теорема Нернста, которую 
часто называют третьим началом термодинамики: при приближении 
температуры к абсолютному нулю энтропия макросистемы также стремится к 
нулю. Поэтому So = 0, и мы получаем ответ:
Задача 15.7. Один моль идеального газа с показателем адиабаты у 
совершает политропический процесс, в результате которого абсолютная 
температура газа увеличилась в т раз. Показатель политропы п. Найти 
приращение энтропии газа в данном процессе.
Приращение энтропии определяется формулой
S  = - a T 3. (15.14)
3
Для политропического процесса 8 Q = cdT,
R R
где с
у — 1 п - 1
Таким образом,
г, cdT  , Т  
—  = c ln — 
Т Т
A S -  f------ = cln т.
J т Tl
Задача 15.8. Гелий массы m = 1,7 г адиабатически расширили в п = 3,0 
раза и затем изобарически сжали до первоначального объема. Найти 
приращение энтропии газа в данном процессе.
Процесс адиабатического расширения газа можно описать уравнением
p № = p 2v I
откуда
Р2 =Р\ = Р\п т-
Энтропия -  функция состояния, и ее изменение не зависит от способа 
перехода из одного состояния в другое. Начальное и конечное состояния газа 
по условию данной задачи лежат на одной изохоре, поэтому приращение 
энтропии газа в нашем случае можно вычислить по формуле
А 0 г 8Q р dU )  vRdT vR л Тъ mR л ТAS = — = ---- = —  - = ------In— = — -------- In -2-.
(i ) r (i)r { Ч у - У  у - 1 *i м ( у - 1) Ч
При изохорическом процессе
Тъ _ р ъ
а поскольку рз = р 2, то
т\ Р\
AC mRy 1 in Дж AS  = ------7 l nw = -10
М (  у -1 )  К
Задача 15.9. Найти приращение энтропии двух молей идеального газа с 
показателем адиабаты у = 1,30, если в результате некоторого процесса объем 
газа увеличился в а = 2,0 раза, а давление уменьшилось в Р = 3,0 раза.
Эту задачу можно решить двумя способами, и мы их сейчас рассмотрим. 
Первый способ основан на том, что указанный процесс является 
политропическим. Действительно, запишем уравнение политропы в виде
р У '  = р &
и преобразуем его:
\ п
P l -  
Р2
ИЛИ
Р = а п.
Отсюда найдем показатель политропы
1пр 
1п а
п
Воспользуемся формулами (15.3) и (15.4), в которых учтем, что
^2 _  Р тУ 2^ _  а
рУ  ” Р'
Тогда
AS = v c ln ^  = v c (ln a  -  I n P ) ,
c = R
1
у — 1 п — 1
= R п - у R
y l n a - l n P
( y - l ) ( w - l )  ( y - l ) ( l n a - l n p )
и мы получаем ответ:
M  = vi?y l n a - l n p  = _ i 1 Дж
у — 1 К
Рассмотрим второй способ решения этой задачи. Воспользуемся 
формулой (15.1) и применим к ней первое начало термодинамики:
ле _ 8Q -  dU  + 8А -  vRdT PdVdA , , I .
T T  Г ( у - 1 )  T
Учтем, чтоp /T  = vR/V, и проинтегрируем это выражение:
y - 1
Л f  1 Л
+ SQ = vftln jy -i у
J \  )
где So -постоянная интегрирования. 
Тогда
AS = S2 - S l = vR\n
и после несложных преобразований мы получаем тот же ответ:
д ?  =  уД Г1 п п - Ь Р  = - ц  Д ж
( 1 Л
(  т Л 12
1
1
Vi
V J
у - 1 К
(15.16)
Задача 15.10. В сосудах 1 и 2 находится по v = 1,2 моля газообразного 
гелия. Отношение объемов сосудов V2/V 1 = а = 2, а отношение температур гелия 
в них Т\/Т2 = Р = 1,5. Считая газ идеальным, найти разность энтропий гелия в 
этих сосудах.
Эту задачу мы решим очень просто, если воспользуемся формулой 
(15.16), полученной в предыдущей задаче:
S2 - S l =vR\n
( 1 >
(т  Л 
12 у-1 Г2 = vR
с
1п а -
1пР Д
У\ V Y - l J
V
= 0,5
Дж
К
Задача 15.11. Идеальный газ с показателем адиабаты у совершает процесс 
по закону р  = ро+иУ, где ро и а -  положительные постоянные. При каком 
значении объема значение энтропии окажется максимальным?
Для решения этой задачи мы воспользуемся формулой (15.15) и 
преобразуем ее с учетом того, что
vR vR
( 1 
S = vR —
\
\nT  + \nV  + S0 =
= vR   In ( Pq — cx К j ч— -—InK -v R ]n v R  + S0
l y - 1  y - 1
Нам осталось исследовать это выражение на экстремум, то есть взять 
производную и приравнять ее нулю:
Задача. 15.12. Один моль идеального газа совершает процесс, при 
котором энтропия газа изменяется с температурой по закону S = аТ  + су InТ, где 
а -  положительная постоянная; су -  молярная теплоемкость данного газа при 
постоянном объеме. Найти, как зависит температура газа в этом процессе, если 
при V= Vo температура Т= Т0 .
И вновь воспользуемся формулой (15.16), применив ее в соответствии с 
условиями данной задачи:
—  =  0. 
dV
( Y - l ) ( p „ - a F )  + (Y- l ) r  ° ’
у  -  Ж  
а ( у  + 1)
AS = R  In— + In—  .
U - l  Vo)
С другой стороны, согласно условию
Т
Сопоставляя эти выражения и учитывая, что Су = R/(у-1), получим
а (Г -Г 0) = Я1п— 
V ’ V0
ИЛИ
,  т л  VТ  = Т0 + - In— , 
fl *о
Задача 15.13. В некотором процессе температура вещества зависит от его 
энтропии по закону Т  ~ 5й, где п -  постоянная. Найти соответствующую 
теплоемкость вещества как функцию энтропии.
Пусть для определенности Т = aSF, где а -  постоянная. Тогда 
d T = a n S r 1dS, и мы легко получаем ответ:
_ 5 Q TdS S  
dT dT п
Задача 15.14. Найти температуру Т  как функцию энтропии S  вещества 
при политропическом процессе, при котором теплоемкость вещества равна с. 
Известно, что при температуре 7о энтропия равна So .
Воспользуемся известным равенством
5 Q cdT
dS
и проинтегрируем его:
S  т
й = |
Sn То
cdT
~ Y
S - S 0 = c l n -
T  s - s 0
—  = exp  -
T0 с
Т  = Г0 ехр———
Задача 15.15. Рабочее вещество совершает цикл, в пределах которого 
температура изменяется в п раз, а сам цикл имеет вид, показанный на рис. 15.1.
Найти КПД цикла.
КПД г| любого цикла вычисляется по 
формуле
^ = Q\ ~Q i _  j _ Qi
Рис. 15.1
Qi а
где и Q2 -  количество теплоты, полученное и 
отданное веществом за цикл. Проанализируем 
график, представленный на рисунке. Участок 1 - 2  
соответствует изотермическому процессу при 
температуре Т\. При этом энтропия вещества возрастает, а это означает, что 
система получает тепло. Участок 2 - 3  представляет собой адиабату. При этом 
процессе система не обменивается теплом с окружающей средой. На участке 3 
-  1 система возвращается в исходное состояние, отдавая тепло, о чем 
свидетельствует уменьшение ее энтропии.
Итак, система получает тепло Q\ на участке 1 -  2 и отдает тепло Qi на 
участке 3 - 1 .  Для вычисления количества теплоты воспользуемся формулой
(15.1), которую запишем в виде
8Q = TdS.
Интегрируя ее, получим
z
Q= $TdS.
Этот интеграл в осях S -  Т  имеет наглядный смысл. Он равен площади 
под графиком зависимости T(S). В нашем случае Q\ определится как площадь 
прямоугольника:
0 = 4 ( 5 2 - 5 , ) ,
a Qi -  как площадь трапеции:
a = | ( 4 + r 2)(52 - s , ) .
Учитывая, что Т\ =пТ2, легко полним  ответ:
п - 1
Л 2 п
Задача 15.16. Идеальный газ совершает процесс, состоящий из изотермы, 
политропы и адиабаты, причем изотермический процесс происходит при 
максимальной температуре цикла. Найти КПД такого цикла, если температура 
в его пределах изменяется в п раз.
Изобразим график этого цикла в координатах 
S -  Т  (рис. 15.2). Газ получает тепло Q\ на участке 
1 -  2 и отдает Qi на участке 2 - 3 ,  соответствующем 
политропическому процессу. При адиабатическом 
процессе (участок 3 - 1 )  теплообмен не происходит.
Полученное тепло Q\ вычисляется очень просто 
(посмотрите решение предыдущей задачи):
е , = 4 ( 5 2 - 5 , ) ,
а для определения тепла Qi, отданного газом, поступим следующим образом. 
Так как процесс политропический, то
Рис. 15.2
где v -  количество молей газа; с -  его молярная теплоемкость в данном 
процессе. Для того чтобы их найти, воспользуемся формулой (15.3), которая 
применительно к условиям данной задачи запишется так:
По мере увеличения плотности газ становится все менее похожим на 
идеальный. Все большее значение приобретают силы взаимодействия молекул 
газа друг с другом. Получение уравнения состояния газа, в котором было бы 
точно учтено такое взаимодействие, является очень сложной задачей. 
Приближенный и довольно грубый учет основных особенностей этого 
взаимодействия приводит к уравнению Ван-дер-Ваальса:
Это уравнение мы записали для 1 моля газа, и наряду с известными 
величинами здесь появились две новых константы -  а и Ь ,  которые называются 
постоянными Ван-дер-Ваальса. Первая из них характеризует силы притяжения 
между молекулами, а вторая -  силы отталкивания. Они зависят от сорта газа, и 
их можно найти в справочниках. Заметим, что если а и Ъ принять равными
Таким образом,
поэтому
п — 1 п — 1
Нам осталось найти КПД цикла: r\ = 1 -  —  = 1 -  ——-
Q1 nlnn
16. Реальные газы
(16.1)
нулю, мы получим уравнение состояния идеального газа -  уравнение 
Менделеева-Клапейрона.
Внутренняя энергия реального газа, подчиняющегося уравнению Ван- 
дер-Ваальса, зависит не только от его температуры, но и от объема, 
занимаемого газом. Для v молей газа
у 2а
U = vcvT (16.2)
Задача 16.1. Какому давлению необходимо подвергнуть углекислый газ 
при температуре Т  = 300 К, чтобы его плотность оказалась равной р = 500 г/л? 
Расчет провести как для идеального газа, так и для газа Ван-дер-Ваальса.
Считая газ идеальным, воспользуемся уравнением Менделеева- 
Клапейрона p V  = ™ /^R T  и выразим его плотность: р = ry y  = Отсюда
pRT
М
= 280 10 Па = 280атм.
При расчетах мы учли, что молярная масса углекислого газа равна 
М  = 44 г/моль.
Проделаем те же вычисления для реального газа, воспользовавшись 
уравнением (16.1), которое запишем для v молей газа:
v V
Р +  2 
V
л Л г у  \
-Ъ = RT.
Vv у
Учитывая, что m = pV HV = PF/ .
Р + — о 
М 2
/ М  ’ пеРепишем эт0 уравнение в виде
2V».#- Лм
- ъ = RT
и выразим р :
р  = — ^  = 80-105Па = 80атм.
М - p b  М 2
Различие весьма значительное -  в три с половиной раза.
Задача 16.2. Найти работу, совершаемую одним молем Ван-дер- 
Ваальсовского газа при его изотермическом расширении от объема V\ до 
объема Vi при температуре Т.
Работа газа вычисляется по известной формуле:
Vi
= |  p d V ,
в которой давление определим из уравнения (16.1):
R T а
V - b  V2 •
Тогда
f f R T а Л
R r - b Г 2)
- R T \n У^-Ъ a(V2 - V i) 
Vl - b  v y 2
Задача 16.3. Какое количество тепла надо сообщить v = 3 молям 
углекислого газа, чтобы при расширении в вакуум от объема V\ =5 л до ^2=10 л 
его температура не изменилась? Г аз считать Ван-дер-Ваальсовским.
Для начала рассмотрим, что произойдет, если газ расширяется в пустоту 
без теплообмена с окружающими телами. Работы он не совершает, то есть 
А = 0. Теплообмена тоже нет -  значит и Q = 0. Тогда из первого начала 
термодинамики следует, что и AU= 0. И если мы посмотрим на формулу (6.2), 
то увидим:
так как V2 > V \. А это значит, что при расширении реального газа в пустоту его 
температура уменьшается -  в отличие от газа идеального. Для поддержания его 
температуры неизменной газу необходимо сообщить количество теплоты
Q = ~v2a
1 1
= v 2a — — —  = 0,33 кДж.
т
Задача 16.4. Найти для Ван-дер-Ваальсовского газа уравнение адиабаты 
в переменных Т, V, если его теплоемкость при постоянном объеме равна с у.
Адиабатический процесс -  это процесс, протекающий без теплообмена с 
окружающей средой, поэтому первое начало термодинамики можно записать в 
виде
8Q = dU  + pdV  = 0.
Согласно формулам (16.1) и (16.2):
R T  а  л г г _ „  м  , а
,  u U  — С у  и !  Н  :
V - b  V V 7
Таким образом,
р  = 7^ - г - — d  = cvdT + ^ d V .  (16.3)
_ Jrr , RTdV п cvdT  н — 0,
к V - b
dT R dV
T cv V - b  
Нам осталось проинтегрировать это выражение
1пГ = —— In (К  — b) + In const
c v
и получить ответ:
R_
Т ( у  - b ) c r = const.
Задача 16.5. Один моль Ван-дер-Ваальсовского газа, имеющий объем V\ 
и температуру Т\ , переведен в состояние с объемом V2 и температурой Т2 .
Найти изменение энтропии газа, если известна его молярная теплоемкость Су и 
постоянная Ъ.
Приращение энтропии в ходе процесса определяется выражением
При нарушении равновесия система стремится вернуться в равновесное 
состояние. Этот процесс сопровождается возрастанием энтропии и, 
следовательно, необратим. Нарушение равновесия сопровождается 
возникновением потоков либо молекул, либо тепла, либо электрического заряда 
и т. п. В связи с этим соответствующие процессы носят название явлений 
переноса. Из сказанного выше вытекает, что явления переноса представляют 
собой необратимые процессы. Мы рассмотрим три явления переноса: 
диффузию, теплопроводность и внутреннее трение или вязкость, причем 
ограничимся случаем, когда отклонения от равновесия невелики.
Эффективный диаметр молекулы. Молекулы газа, находясь в тепловом 
движении, непрерывно сталкиваются друг с другом. Термин «столкновение» 
применительно к молекулам не следует понимать буквально и представлять 
себе этот процесс подобным соударению твердых шаров. Под столкновением 
молекул понимают процесс взаимодействия между молекулами, в результате 
которого молекулы изменяют направление своего движения.
Минимальное расстояние, на которое сближаются при столкновении 
центры двух молекул, называется эффективным диаметром молекулы d 
(рис. 17.1).
Используя формулы (16.3), получим после сокращений
17. Явления переноса
Величина
а  = 7id 2
называется эффективным сечением молекулы.
d
Рис. 17.1
Эффективный диаметр молекул зависит от энергии, а следовательно, и от 
температуры. С повышением температуры эффективный диаметр молекул 
уменьшается.
Средняя длина свободного пробега. За секунду молекула проходит в 
среднем путь, равный средней скорости ( и ) . Под средней длиной свободного 
пробега понимают величину, равную пути, пройденному молекулой за время t, 
деленному на число столкновений Z , которое испытала молекула за время t:
где среднеарифметическую скорость газовых молекул можно рассчитать по 
формуле
Выведем формулу для средней длины свободного пробега. Будем считать, 
что все молекулы неподвижны, кроме одной. За время t молекула пройдет 
расстояние / = (и ) / , где (и) -  средняя арифметическая скорость молекулы. 
Причем она за это время t испытает столкновения со всеми молекулами, центры 
которых попадают внутрь коленчатого цилиндра. Его радиус равен диаметру 
одной молекулы, а длина образующей цилиндра равна пройденному молекулой 
расстоянию / = {o)t (рис. 17.2).
(X) = l / Z  = ( v ) - t / Z , (17.2)
(17.3)
Число столкновений движущейся молекулы будет равно количеству 
молекул, центры которых попали в этот цилиндр:
Z  = nV = nSl = nd 2n (v ) t ,
что позволяет записать
(Х) = 1 ^ - г , (17.4)
\ l2 n -d  п
где в формулу (17.4) введен коэффициент 42, учитывающий движения всех 
молекул. В этом случае для определения числа столкновений Z нужно 
использовать относительную скорость молекул, а не скорость молекул
относительно стенки сосуда. Относительная скорость двух, произвольно
взятых молекул, как показывает расчет будет (иохн) = 4 2 (d) .
Заменив согласно (17.1) nd2 через о, формуле можно придать вид
X = - L - . (17.5)
V2aw
При постоянной температуре п пропорционально р. Следовательно, 
средняя длина свободного пробега обратно пропорциональна давлению:
X—
Р
Выше отмечалось, что эффективный диаметр молекулы убывает с ростом 
температуры. В соответствии с этим при повышении температуры длина 
свободного пробега увеличивается.
Диффузия. Диффузией называется обусловленное тепловым движением 
молекул самопроизвольное выравнивание концентраций в смеси нескольких 
(в простейшем случае двух) различных веществ. Этот процесс наблюдается в 
твердых, жидких и газообразных средах. Мы ограничимся рассмотрением 
только газообразных сред. Закон Фика для диффузии
Am = - D — SAt, (17.6)
dx
где D  -  коэффициент диффузии; dp/dx -  проекция на ось х  градиента плотности 
газа; S  -  площадь площадки, расположенной перпендикулярно к оси х; 
At -  время диффузии.
Коэффициент диффузии будет определяться выражением
В  = ^ « < и > .  (17.7)
Подставив в (17.7) выражение для (и) и (к) , получим
D - —  Ж .  (17.8)
по \  т
Из (17.8) вытекает, что коэффициент диффузии обратно пропорционален 
числу молекул в единице объема, а следовательно, и давлению р :
Л ~ 1 .
р
При повышении температуры D  растет приблизительно как 4 г
(напомним, что о слегка зависит от 7).
Теплопроводность. Опыт показывает, что если в некоторой среде
(твердой, жидкой или газообразной) создать вдоль оси z  градиент температуры,
то возникает поток тепла. Рассмотрим поток тепла в газе, основываясь на
молекулярно-кинетических представлениях. Если температура газа в разных
местах различна, то и средняя энергия молекул в этих местах будет различна.
Перемещаясь вследствие теплового движения из одних мест в другие,
молекулы переносят запасенную ими энергию. Этот перенос энергии и
обусловливает процесс теплопроводности в газах.
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Перенос энергии молекул происходит в процессе теплопроводности. 
Закон Фурье для теплопроводности
Q = - % ^ S A t ,  (17.9)
ах
где х _ коэффициент теплопроводности; dT/dx -  проекция на ось х  градиента 
температуры.
Коэффициент теплопроводности газа определяется как
X = ^ > < u > p - c F . (17.10)
В формулу для коэффициента теплопроводности К входит удельная
теплоемкость cv идеального газа при постоянном объеме, которую можно
представить в следующем виде:
v iR
cv - ~ cmv • (17.11)
т 2М
Учтем, что (и) пропорциональна л]Т / m , (X) пропорциональна Уп(5, 
а рcv пропорциональна in, получим
Х ~ Д ~ ■ = (17.12)
\  m по а  V m
Из (17.12) следует, что в отличие от коэффициента диффузии, 
коэффициент теплопроводности газа не зависит от числа молекул в единице 
объема, а следовательно, и от давления ( р - п к Т ). При повышении 
температуры коэффициент теплопроводности возрастает несколько быстрее,
чем V r . Это обусловлено тем, что эффективное сечение а  слегка зависит от Т.
Явление внутреннего трения (явление вязкости). В системе создается, 
например, направленное движение газа (жидкости) вдоль стенок сосуда. 
Распределение скорости и направленного движения по сечению будет 
неравномерным. Если разбить объем газа (жидкости) на отдельные слои, то их 
скорость будет разной -  вблизи стенки она будет наименьшей, а вдали от нее
наибольшей. Молекулы каждого слоя движутся вместе с ним со скоростью 
направленного движения и и одновременно участвуют в тепловом движении. 
За счет теплового движения молекулы будут переходить из одного слоя в 
другой, при этом происходит перенос импульса направленного движения 
(р  = пю ), вследствие этого на границе слоев возникают силы трения, которые
тормозят движение более быстрого слоя и увеличивают скорость более 
медленного слоя.
В явлении вязкости в пространстве неравномерно распределяется 
скорость направленного движения слоев газа, вследствие чего происходит 
перенос импульса направленного движения. Закон Ньютона для внутреннего 
трения
где rj -  коэффициент внутреннего трения, d\j/dx -  проекция на ось х  градиента 
скорости направленного движения молекул.
Коэффициент вязкости определяется так:
Из (17.14) следует, что, подобно D  и %, коэффициент вязкости 
пропорционален (и) и (X) . Кроме того, он пропорционален плотности газа р,
т. е. величине, характеризующей способность газа «накапливать» импульс -  
при заданной скорости и импульс единицы объема газа оказывается тем 
большим, чем больше р (напомним, что коэффициент теплопроводности 
пропорционален теплоемкости единицы объема газа).
Учтя выражения для входящих в (17.14) величин, можно написать:
г\ =  пт = ----- .
па а
Отсюда следует, что, как и %, коэффициент вязкости не зависит от 
давления. Это справедливо лишь до тех пор, пока (X) остается малой по
(17.13)
Л = ^ > < и > Р  . (17.14)
Т  1 4т Т
сравнению с размерами зазора, в котором течет газ (например, по сравнению с 
диаметром трубы). По мере того как перестает выполняться это условие, 
вязкость начинает все больше зависеть от давления, уменьшаясь с его 
понижением. Зависимость г| от температуры такая же, как у D  и %.
Зависимость коэффициентов переноса от параметров состояния 
идеального газа при протекании различных изопроцессов в идеальном газе 
Запишем формулы, позволяющие определить зависимости 
коэффициентов переноса от параметров состояния идеального газа:
^  1 1 кТ  8 R T  рМ  iR , ЛПЛС^
0 = з { Х т = 1 Я ^ - р ^ ' ц = 0 р ' р ^ ’ х = ц ^ =Г)- ш -  (17Л5)
Отметим, что входящий в формулу (17.15) диаметр молекулы зависит от 
температуры, так как при столкновениях расстояние, на которое сближаются 
центры молекул, будет зависеть от скорости их столкновения, т. е. от 
температуры d - d (Т ). Однако эта зависимость является слабой и поэтому ею 
можно пренебречь при дальнейшем обсуждении.
1. Изобарический процесс ( р  = const, m = const). Уравнение процесса: 
V I T  = const, ( V ~ Т ). Из формул (17.4) и (17.15) следует, что
(Я,) □ Г □ V, DU T 3/2U V 3/2, pD у/ти J v ,  %U J f n  J V .  (17.16)
В соответствии с формулами (17.16) повышение температуры идеального 
газа приводит к увеличению коэффициента вязкости, что подтверждается 
экспериментом.
2. Изотермический процесс ( Т = const, m = const). Уравнение процесса: 
p V  -  cons t , ( р  □ 1 /  V ). Учитывая, что р  = пкТ  5 запишем
(Я,)~11 p ~ V ,  D ~ \ l p ~ V ,  т| = const, % = const, (17.17)
т. e. коэффициент диффузии при уменьшении давления газа возрастает, а 
коэффициенты вязкости и теплопроводности остаются постоянными, они от 
давления не зависят.
При понижении давления газа за счет увеличения объема, занимаемого 
газом, средняя длина свободного пробега его молекул будет возрастать. При 
некотором значении давления Р,  равного Рв (Р = Рв ), средняя длина (X) 
свободного пробега будет сопоставима с размерами сосуда £ и при дальнейшем 
понижении давления не будет изменяться. При этом наступает такое состояние 
газа, которое называется вакуумом, в этом случае молекулы будут двигаться от 
одной стенки сосуда к другой без столкновений между собой (Р < Р В -  вакуум). 
В состоянии вакуума дальнейшее понижение давления газа приводит к тому, 
что коэффициент диффузии не будет зависеть от давления, а коэффициенты 
вязкости и теплопроводности в соответствии с формулами (17.15) будут 
линейно уменьшаться до нуля.
3. Изохорический процесс (V  = const, т = const). Уравнение процесса: 
р / Т  -  cons t , ( р ~ Т ) .  В этом случае средняя длина свободного пробега (X) в 
соответствии с формулой (17.4) не зависит от параметров газа (его давления и 
температуры), так как концентрация молекул при этом не изменяется
( n  = N  I V  = co n s t) .  Поэтому
(X) = const, DU л/т П yfp , г) □ 1 / л / г  □ 1/•>//?, К П \ / у / т  П \ / yfp. (17.18)
Отметим, что полученные в модели идеального газа зависимости 
коэффициентов переноса от его параметров состояния подтверждаются 
экспериментом.
Задача 17.1. Два одинаковых параллельных диска, оси которых 
совпадают, расположены на расстоянии h друг от друга. Радиус каждого диска 
равен R, причем R »  h. Один диск вращают с небольшой угловой скоростью 
со, другой диск неподвижен. Найти момент силы трения, действующий на 
каждый диск, если вязкость среды между дисками равна г\.
Будем предполагать, что краевыми эффектами можно пренебречь, 
а малость угловой скорости ю означает, что движение среды является 
ламинарным. Будем проводить расчет момента силы трения относительно оси 
дисков.
Сначала определим модуль момента силы трения, действующего на 
малый элемент dS (рис. 17.3), площадь которого dS = rdy ■ d r :
dM Tp = rdFTp.
Используя закон Ньютона для внутреннего трения (17.13) запишем
0и
dz
dM w = rdF,^  = rr\— rd(pdr. (17.19)
01) I) СОГЗная, что —  = — = — , найдем момент сил трения, действующих на 
dr h h
бесконечно тонкое кольцо с радиусами г и r + d r .
Рис. 17.3
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<7Мтр = |  dM w =2nr\— ridr. 
ф=о h
(17.20)
Проинтегрируем выражение (17.20) по г от 0 до R , получим
М  -  2лт|— Я4. 
115 2 h
Задача 17.2. Стержень длины / с теплоизолирующей боковой 
поверхностью состоит из материала, теплопроводность которого изменяется с
температурой как % = , где а  -  постоянная. Торцы стержня
поддерживаются при температурах Тх и Т2. Найти зависимость Т(х),  
где х -  расстояние от торца с температурой 7].
В стационарных условиях плотность потока тепла должна быть 
постоянной вдоль стержня
а д Т
Т dx
= С, (17.21)
где С -  константа.
Из (17.21) следует, что
dT С , —  = —dx. 
Т а
Решая уравнение (17.22), получим
t Т СIn— = —х. 
Тх а
(17.22)
(17.23)
Для нахождения константы С воспользуемся граничными условиями: 
при х = / Т - Т 2, откуда получим
С  = —In— .
‘ Ту
Подставим (17.24) в (17.23) и выразим Т(х):
(17.24)
(Сх )
Т(х) = Tje'1 а ' = Т х ехр
^ х  Т  ^Х1п^
I Тх
=тл( т / \  2/
А )
Задача 17.3. Найти распределение температуры в пространстве между 
двумя концентрическими сферами радиуса 7^ и R 2 , заполненном однородным 
теплопроводящим веществом, если температуры сфер 7| и Т2, a R 2 >  R x .
Для решения этой задачи воспользуемся законом Фурье для 
теплопроводности (17.9) и запишем поток тепла через концентрическую сферу 
произвольного радиуса г :
Л  д Т  л 2Q = -% — 4яг .or
Эта величина в стационарном случае не должна зависеть от г , поэтому
2 дТ
дг
= С. (17.25)
где С -  константа.
Из выражения (17.25) следует
dT = C % .
Г
Интегрируя это уравнение, получим
Т - Т Х=С
\ R \ r J
(17.26)
Найдем константу С из граничного условия: при г - R 2 Т - Т 2, 
следовательно, подставим это в выражение (17.26):
(17.27)г  тг-т, 
С ~ Ч  Р
V^l ^2 J
Подстановка (17.27) в (17.26) позволяет найти распределение 
температуры:
T = Ti +  / 2 т\
'J ___ 1_'
К&1 ^ 2  J
\ R \ VJ
Задача 17.4. Пространство между двумя большими горизонтальными 
пластинами заполнено гелием, диаметр атомов равен d .  Расстояние между 
пластинами h . Нижняя пластина поддерживается при температуре Тх, верхняя -  
при Т2, Т2 > Тх. Давление газа нормальное. Найти плотность потока тепла.
Для решения этой задачи воспользуемся законом Фурье для 
теплопроводности (17.9) и запишем плотность поток тепла (поток тепла 
направлен вниз):
j  о= —  = -%— > (17.28)J в  A tS dx У
где коэффициент теплопроводности газа определяется по формуле (17.10):
X = jW < u > p - ^  = P ' /r .  (17.29)
В выражении (17.29) для удобства введен коэффициент (3, который 
определяется следующим образом:
P = f - ) ' 2------ 1— Г .  (17-3°)
d 2N ЛМ  2'А1
где R -  универсальная газовая постоянная; М — молярная масса.
Подставляя (17.29) в (17.28), получим дифференциальное уравнение
j q (Ix  -  -p-s/ г dT.
В результате получим
Jq 31
2ВГ 3/  3/ ^^ Т / 2  _  т / 2  
2 1 \
V
Задача 17.5. Найти массу азота, прошедшего вследствие диффузии через 
площадку S = 0,01 м за время t = 10 с , если градиент плоскости в направлении,
перпендикулярном к площадке, —  = 1,26 к^ / 4 . Температура азота Т  = 300К .
Ах / м
Средняя длина свободного пробега молекул азота (X) = 10 м к м .
Для решения этой задачи воспользуемся законом Фика для диффузии 
(17.6):
Am = - D — St. (17.31)
Аде
Знак минус означает направление градиента плотности, и так как масса не 
может быть отрицательной, то выражение (17.31) следует взять по модулю.
Коэффициент диффузии будет определяться выражением (17.7), и 
подставив в него выражение для средней скорости молекул (17.3), получим
D = - ( X )  J - .  (17.32)
3 V пМ
Подставим (17.32) в (17.31), получим
1 , . .  8ЛГ  АрАт = —(A.)J----------- St.
3 V кМ  Ах
Подставляя численные значения, определим массу азота, прошедшего 
вследствие диффузии:
Ат = - ( Ш — ^ - S t  = 19,9 г . 
3 V пМ  Ах
Задача 17.6. Пространство между двумя коаксиальными цилиндрами 
заполнено газом. Радиусы цилиндров: г = 5 см и Я = 5,2 см. Высота
внутреннего цилиндра h = 25 см . Внешний цилиндр вращается с частотой
п = 360 ° б / и н . Для того чтобы внутренний цилиндр оставался неподвижным,
к нему надо приложить касательную силу F  = 1,38 м Н . Рассматривая в первом 
приближении случай как плоский, найти из данных этого опыта вязкость газа, 
находящегося между цилиндрами.
Для решения этой задачи воспользуемся законом Ньютона для 
внутреннего трения (17.13):
F  = -r\— S. (17.33)
тр Ах v '
Пространство между цилиндрами определяется по формуле
Ax = R - r .  (17.34)
Линейная скорость вращения внешнего цилиндра Ди = L n , где L  = 2%R -  
длина окружности внешнего цилиндра. Тогда скорость
Ди = 2тiRn. (17.35)
Площадь боковой поверхности внутреннего цилиндра S = 2n rh .
По третьему закону Ньютона касательная сила -
F  = ~Fm = ^ S .  (17.36)
Ах
Подставляя в (17.36) выражение (17.34) и (17.35), а также учитывая 
площадь боковой поверхности внутреннего цилиндра, получим
InRri „ , 4n 2RrnhF  = г] 2nrh = г)
R - r  R - r
Далее выразим коэффициент вязкости:
(R -  r)F
Л =  74л: Rrnh
Подставляя численные значения, получим
_ ( R - r ) F  _
4n2Rrnh
rj = \  2 ^  т =17,92 мкПа • с .
Задача 17.7. Рассчитать среднюю длину свободного пробега молекул 
азота, коэффициент диффузии и вязкость при давлении р  = 105 Па и 
температуре t = \ l  °С. Эффективный диаметр молекул азота d = 0,37 нм. 
Молярная масса N2. М =  28-10-3 кг/моль.
Длина свободного пробега молекулы:
w =  г 1 , .
v27i-d п
Выразим концентрацию из основного уравнения МКТ:
п -  р  /  (кТ).
Тогда формула для < А, >:
( 1 7 ' 3 7 )
Коэффициент диффузии определяется по формуле
D  = - < A x i ) >  
3
8 R T
где средняя скорость молекулы < и >= J  .
V пМ
Подставим выражение для средней скорости молекулы в формулы для 
коэффициента диффузии, получим
^  1 8R T  кТ
Ы ш - ж ^ Г р -  ™
Коэффициент внутреннего трения (вязкость) определяется по формуле
Г| = ^ < А , Х и > р ,
где р = ww0; mo = MIN а-
Подставим в выражение для вязкости формулы для <А>, (и) и р, полним
2 4Ш т  , , „ , т
П = ■ (17.39)
3TZy/nd N a
Подставим численные значения в выражения (17.37), (17.38) и (17.39), 
получим
. 1,38-10-23 *290 , _ ,
< А. > =---------        = 6,5-10 м;
1,4 • 3,14 • (0,37) -10 -10
Л  = I / 8 '8’31-29» -----------U S - 10' 23-290 1(Г м/с
3 V 3,14 • 28 • 10“3 1,4 • 3,14 • (0,37)2 • 10“18 • 105
2V28 10-3 -8,31-290 , „ ,„_5 и ч
Л =  й------------ ^  = 1’2 ' 10 кг/(мс).
3 • 3,14^304 • (0,37) • 10“18 • 6,02 • 1023
Задача 17.8. Как изменятся коэффициент диффузии D  и вязкость ц 
идеального газа, если его объем изотермически увеличить в а раз.
Запишем выражения для длины свободного пробега молекулы в разных 
состояниях
1 , 1
<^ 1> = ; <^2> =
л/27i - d 2nx 4 2 K -d 2n2
а также средние скорости молекулы при температурах 7| и Т2:
(17.40)
< и ,>=
8 RTU
< и 2>=.
8RT,
(17.41)
71М  Z V 7lM
так как Т\ = Т2,т о< \)\>  = < и2 >.
Запишем выражение для коэффициента диффузии для двух состояний, 
а также учтем (17.40) и (17.41):
Dl = ^  < X j> • < и !>, D2 = ^  < X 2> • < и 2>,
(17.42)
D2 _ < X 2> _ пх 
Dx < X j> w2
Для того чтобы определить, как изменится коэффициент диффузии, 
необходимо найти, как изменяется концентрация молекул газа при 
изотермическом процессе. Для этого запишем
п = N/V,
где N -  число молекул в данной массе газа.
m=NIVx ,n 2 = NIV2.
Подставляя это выражение, а также условие задачи (V2/V i = а) в (17.42), 
получим, что коэффициент диффузии D  изменяется:
D2/Dx = щ/п2 = V2/Vx = а. (17.43)
Определим, во сколько раз изменится коэффициент вязкости:
1 .
r li= 3 < ^ i > < u i > P i 5
1 .
Л 2 = з < ^ 2 > < и 2> Р 2.
Запишем выражение для плотности газа в разных состояниях:
pi = щто; р2 = п2т0.
Тогда, учитывая (17.40), (17.41), (17.43):
Г)2 = п1 -п2 -т 0 = v  ТТ2 =1
rii n2 -nr m 0 9 Л i
Задача 17.9. Теплопроводность гелия в 8,7 раза больше, чем аргона (при 
нормальных условиях). Найти отношение эффективных диаметров атомов 
аргона и гелия. Нормальные условия (р = 105 Па, t = О °С). Молярные массы: 
аргон -  М2 = 40-10-3 кг/моль, гелий -  М\ = 4-10 _3 кг/моль.
Запишем выражение для коэффициента теплопроводности
Х = ^ < А , х и > р  Cv , 
где р = п-то, то = M/Na, с¥уд = Cv/M = (i-R)/(2M), (к) =
(17.45)
1
; < и > =
8 RT
л[2 п-с12п V пМ
Подставив эти выражения в формулу (17.45) для коэффициента 
теплопроводности, получим
1 8 RT nm0iR 1 8R T mJR
^ 3 ^  п М  \/2k<j2 п • 2М  3 ^  п М  V2па 2 2М  
Тогда запишем отношение коэффициентов теплопроводности
X1 _ 4 м 2
Г Л2
v a i J%2 у [м ~1
Выразим из него отношения эффективных диаметров
'2 _ Xi ( ЪуГ Л 
1
1/2
Х2 \М 2 уа 1 ^
Подставляя численные значения, получим
^ 2 8,7
/  ,  N1/2
г 4 • 10 V = 1,66.
Представьте себе силу, которая, подобно силе тяготения, меняется 
обратно пропорционально квадрату расстояния, но превышает ее в 1036раз, и 
которая отличается еще в одном. Существуют два сорта “вещества”, которые 
можно назвать положительным и отрицательным, причем частицы одинакового 
сорта отталкиваются, тогда как частицы разного сорта притягиваются. И такая 
сила существует -  это электрическая сила. И все вещество состоит из 
положительных протонов и отрицательных электронов, притягивающихся и 
отталкивающихся с колоссальной силой. Однако баланс между ними столь 
совершенен, что, когда вы стоите возле кого-либо, вы не ощущаете никакого 
действия этой силы.
Электрический заряд. Электрический заряд является скалярной 
физической величиной, которая характеризует способность тел вступать в 
электромагнитные взаимодействия, и его величина определяет интенсивность 
этих взаимодействий. Электрическому заряду присущи следующие 
фундаментальные свойства:
1. Существует два типа зарядов -  положительные или отрицательные, им 
соответствуют два типа взаимодействия: одноименные заряды отталкиваются 
друг от друга, а разноименные -  притягиваются.
2. Электрический заряд является релятивистски инвариантным: его 
величина не зависит от выбора системы отсчета, а значит, не зависит от того, 
движется он или покоится.
3. В любой электроизолированной системе алгебраическая сумма 
электрических зарядов остается величиной постоянной -  это закон сохранения 
заряда.
Напряженность электрического поля в данной точке -  это векторная 
физическая величина, являющаяся силовой характеристикой поля и равная 
силе, с которой поле действовало бы на единичный положительный точечный 
заряд, помещенный в данную точку поля:
Е  = —
q+'
Напряженность характеризует поле в каждой точке независимо от того, 
есть в этой точке пробный заряд или нет.
Поле называется однородным, если напряженность поля во всех его 
точках одинакова и по модулю и по направлению.
Поле точечного заряда. Из опыта (закона Кулона) непосредственно 
следует, что напряженность поля неподвижного точечного заряда q на 
расстоянии г от него можно представить как
где г -  радиус-вектор, проведенный от заряда в точку, где находится пробный 
заряд; к  -  коэффициент пропорциональности, зависящий от выбора системы
ческая постоянная, она возникает при записи формулы закона в международной 
системе единиц СИ.
Если взаимодействующие заряды находятся в однородной и изотропной 
диэлектрической среде, то в знаменателе формулы (18.2) появляется 
безразмерная величина 8 -  диэлектрическая проницаемость среды, которая 
показывает, во сколько раз сила взаимодействия зарядов в данной Череде 
меньше, чем их сила взаимодействия F0 в вакууме:
Принцип суперпозиции. Опыт показывает, что напряженность поля 
системы точечных неподвижных зарядов равна векторной сумме 
напряженностей полей, которые создавали бы каждый из зарядов в 
отдельности:
(18.2)
г
единиц в системе СИ: к = --------= 9-109 м / Ф ; е0 =8,85-10 12 Ф/м -  электри-
47180
(18.3)
пВ том случае, когда заряд распределен по объему, вводится 
характеристика: объемная плотность заряда р -  заряд, приходящийся на 
единицу объема:
В том случае, когда заряд распределен по поверхности, вводится 
характеристика: поверхностная плотность заряда о -  заряд, приходящийся на 
единицу поверхности:
В том случае, когда заряд распределен по линии, вводится 
характеристика: линейная плотность заряда т -  заряд, приходящийся на 
единицу длины:
В случае непрерывного распределения зарядов суммирование в 
формуле (18.4) заменяется интегрированием, поскольку даже если заряды не 
точечные, их можно свести к сумме точечных зарядов, и принцип 
суперпозиции полей надо будет записать в интегральной форме:
Основной задачей электростатики является расчет характеристик 
электростатических полей, имеющихся в различных реальных случаях, 
т. е. определение величины и направления вектора напряженности Ё . В общем 
случае эта задача решается на основе закона Кулона и принципа суперпозиции 
полей.
dq
dq 
ст =  —
dS
т = —  
dl
dq
(18.5)
В случае системы точечных зарядов расчет поля сводится к определению 
напряженностей полей, создаваемых отдельными точечными зарядами, и к 
последующему их суммированию.
В случае непрерывного распределения заряда в пространстве его 
разбивают на бесконечно малые порции d q , которые можно считать 
точечными зарядами; вычисляют напряженность поля, создаваемого этим
точечным зарядом d E , а затем, используя принцип суперпозиции Е  = J  dE  5 
находят напряженность поля, создаваемого непрерывно распределенным 
зарядом. При решении такого типа задач, для того чтобы выразить d q , надо 
знать, как распределен заряд q в пространстве. Например, если заряд
распределен по объему, то d q - p d V ,  и тогда E = \ d E  = —-— Г P?dV ^
J 47t8g j г
где интегрирование проводится по всему пространству, в котором р отлично от 
нуля.
Задача 18.1. Тонкое полукольцо радиуса R = 20 см заряжено равномерно 
зарядом q = 0,7 нКл. Найти модуль напряженности электрического поля в 
центре кривизны этого полукольца Е(0).
Разобьем полукольцо на бесконечно 
малые участки длины dl = RdQ , где dq -  
заряд такого участка (рис. 18.1). Запишем 
выражение для компонент напряженности 
поля, создаваемого этим участком dEx и dEy:
dEx = dE cos 0, dEy = dE sin 0. 
Далее по принципу суперпозиции полей
E x = \d E x - E y = \d E y - 
Определим заряд dq  участка длины d l  \
q ж ж
dq dl RdQ
dq =  ^ г д е 0 е ^о,л).
ж
Запишем напряженность поля заряда dq:
dE = ^ \
4ж£0 R
Подставим выражение (18.7) в (18.8), получим
1 1 qRdQ
(18.7)
(18.8)
dE  =
4л8п R 2 ж (18.9)
Подставляя выражение (18.9)в(18.6)и интегрируя эти выражения по 0 от 
О до ж, получим
Я = 1 Я
Х 4ж280 R \
j^ c o s  QdQ = sinQ Я
4n2s0R 2
=  0 ,
dQ-q q
sin0 = -c o s0
4ti28 nR 2 4n2£nR 2 0 2 n \ R 2>0 ^
Зная компоненты напряженности поля, подставим полученные 
выражения в формулу (18.6) и получим
qE  = f i f ^  = Ey , Е  = =  0 1  —
2tz2£0R2 ’ м '
Задача 18.2. Кольцо радиуса г из тонкой проволоки имеет заряд q. Найти 
модуль напряженности электрического поля на оси кольца как функцию 
расстояния I до его центра. Исследовать полученную зависимость при 1 » г . 
Определить максимальное значение напряженности и соответствующее 
расстояние I.
Разделим весь проводник на очень маленькие участки длиной dl 
(рис. 18.2), на каждый из которых приходится заряд dq = x-dl. Такой заряд 
можно считать точечным и величину напряженности поля этого заряда 
рассчитать по формуле
_  т dq 1 xdldE = кЧ г =---------
г Лпе0 г
Спроектируем вектор dE на оси координат:
dEx = dE • cosa; dEy = dE • sina;
E  = \(d E y +dEx) .
(18.10)
dl
(18.11)
Из симметрии видно, что 
каждому элементарному заряду dq 
найдется симметрично расположен­
ный относительно оси х  заряд dq' .
любых углах |  dEy = 0. Таким 
образом, надо найти только
проекцию суммарного вектора Е на ось х :
Е  -  J dEx -  Jfiffi1 cos0, где cos0 = —. (18.12)
Подставим в формулу (18.12) выражение для cos 0 и (18.10) 
проинтегрируем, получим
dEl г dql ql
'Х  'Х '
471880Г 471880ГE = \ f  = \
где г = \ I r 2 + / 2 .
Видно, что при 1 ~ г  выражение (18.13) имеет вид Е 
больших расстояниях эта система ведет себя как точечный заряд.
(18.13)
4Я88ПГ
2 , т. е. на
d E  _ пДля определения максимального значения напряженности -  и
(исследуем выражение (18.13) на экстремумы).
(l2 + R 2 )3/2 - 1  / (l2 + R 2 )1/2 21 = О, 
l2 +R2 - 3 l 2 =0.
1 -  R F -  q Получаем -  ^  и / w  -  ^  .
Задача 18.3. Система состоит из тонкого заряженного проволочного 
кольца радиуса R и очень длинной равномерно заряженной нити, 
расположенной по оси кольца так, что один из ее концов совпадает с центром 
кольца. Последнее имеет заряд q. На единицу длины нити приходится заряд т. 
Найти силу взаимодействия кольца и нити.
dq dl
Сначала найдем поле Е, 
созданное кольцом, затем -  силу, с 
которой это поле действует на нить.
Разделим весь проводник на 
очень маленькие участки длиной dl 
(рис. 18.3), на каждый из которых 
приходится заряд dq = т dl. Такой заряд 
можно считать точечным, величину 
напряженности поля этого заряда рассчитать по формуле
dq 1 т dl
dE = к — = ---------
Г 4718 о Г
Рис. 18.3
(18.14)
Спроектируем вектор dE на оси координат: dEx = dE cosa; dEy = dE 
sina. Видно, что каждому элементарному заряду dq найдется симметрично 
расположенный относительно оси ОХ  заряд dq'. Проекции напряженностей
полей этих зарядов на ось О У дадут ноль при любых углах а. Таким образом,
надо найти только проекцию суммарного вектора Е  на ось ОХ.
dEv = dE cos а .X
а _  * _где cos 0 — —
dF -тогда —
Г \lx2+R2 ’
dq х  dqx
x W 2 '- 4 , Ео( г Ч х ! )!/2 ’
интегрируя полученное выражение, получим
Я*
Е>=  7 Л  (18.15)
4ne0 ^R 2 + х 2 j
-  поле заряженного кольца в точке, лежащей на оси.
Разбиваем нить на элементы длиной dx зарядом dq. Тогда сила, с которой
поле кольца действует на заряд, определяется как dFx = Ех (x)dq  , где X = —  -
dx
линейная плотность заряда.
dFx = Ex{x)Xdx , х е (0,оо). (18.16)
Подставим выражение (18.15) в (18.16) и, используя принцип 
суперпозиции, получим
qxXdx qX °r xdx
о 4то0 (Д2 + x2) 4
2\3/2
qX
f
dx2 -qX 1
00
qX
(.R 2 + x 2)ш 4л80 1 ( R 2 + x 2 ) 0
47l80i?
Задача 18.4. Очень длинная прямая равномерно заряженная нить имеет 
заряд т на единицу длины. Найти модуль и направление напряженности 
электрического поля в точке, которая отстоит от нити на расстояние у  и 
находится на перпендикуляре к нити, проходящем через один из ее концов.
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Разделим весь проводник на очень маленькие участки длиной dx, на 
каждый из которых приходится заряд dq = т dx. Такой заряд можно считать 
точечным, величину напряженности поля этого заряда рассчитать по формуле
dE  = k % = ^ ^ .  
г 4пе0 г
Спроектируем вектор d E  на оси координат:
dEx = d E s m a ,
dEy =dE  cos a .
Из рис. 18.4 видно, что dx =
dl
cos a
dl = rd a , тогда
rd a  . xrd  a  у
dx =  =>dq = --------, r  = ------
cos a cos a cos a
(18.17)
(18.18)
(18.19)
d x
Рис. 18.4
Подставим выражение (18.19) в (18.17) и окончательно для напряженности поля 
заряда dq получим
kxdadE  =
У
Подставив формулу (18.20) в (18.18), запишем
Далее, интегрируя выражения (18.21), получаем
я /
Ех = \ dEx = f — sinac^a = — .
J J0 У У
я /
is = \dE  = f —  cosou/a = — .
J i  у  у
E  = J e 2x+ E 2 = J 2 ^ .
v J
Таким образом, мы получили результат Ех =Еу , т. е. Е  направлен под 
углом 45° к нити.
Применение теоремы Гаусса к расчету напряженности
электрического поля
Расчет электрического поля, основанный на непосредственном
применении закона Кулона и принципа суперпозиции, достаточно несложный в 
случае небольшого количества зарядов или очень простой геометрии 
заряженных тел. В более сложных случаях применение непосредственно 
принципа суперпозиции приводит к громоздким математическим выкладкам.
Существует несколько методов облегчения решения таких задач. Один 
из них основан на теореме Гаусса.
Поток вектора напряженности электрического поля Ё через некоторую 
площадь S равняется скалярному произведению этих векторов:
N e = E S  = E S c o s a ,  (18.22)
где Е  -  вектор напряженности электрического поля; S  = Sn -  вектор, численно 
равный площади, через которую проходит поток вектора Е ; направление этого 
вектора совпадает с направлением единичного вектора п , перпендикулярного к 
этой площадке; a  -  угол между вектором Е  и единичным вектором п .
В случае однородного поля угол а является постоянным (рис. 18.5, а).
Рис. 18.5
В случае неоднородных полей поток вектора напряженности через 
произвольную поверхность вычисляется с помощью интегрирования:
Элементарная площадка должна быть достаточно малой, чтобы ее можно 
было считать плоской, а напряженность поля во всех ее точках -  одинаковой
Поток вектора Е -  алгебраическая скалярная величина, ее знак зависит от 
выбора направления нормали к элементарным площадкам, т. е. от угла между 
вектором Е  и нормалью п . В теореме Гаусса речь идет о замкнутых 
поверхностях, поэтому договоримся под нормалью к поверхности считать 
внешнюю нормаль, т. е. нормаль, обращенную наружу.
Для более наглядной геометрической интерпретации этой физической 
величины можно дать еще такое ее определение: поток вектора Е -  это число 
силовых линий вектора напряженности электрического поля, пронизывающих 
данную площадь S.
Теорема Гаусса
Поток вектора напряженности через произвольную замкнутую 
поверхность равен алгебраической сумме зарядов, охватываемых этой 
поверхностью, деленной на электрические постоянные 8, ео.
а б
NE =^sE - d S . Если поверхность замкнутая, то N e .
(рис. 18.5, б).
где N e -  <j)EdS -  поток вектора напряженности через выбранную замкнутую
s
вспомогательную поверхность; У д  -  суммарный заряд, охватываемый
выбранной поверхностью. Если поле создано системой зарядов, то под суммой 
зарядов следует понимать алгебраическую сумму всех зарядов, охватываемых 
поверхностью S :
п
2=1
В том случае, когда заряды распределены непрерывно, суммарный заряд 
вычисляется по одной из формул:
=  J  pdV ; = J* сtdS; =  J
v s  i
где p -  объемная плотность заряда; a  -  поверхностная плотность заряда; 
т -  линейная плотность заряда; V, S, I -  соответственно объем, поверхность, 
линия, по которым распределены заряды, охватываемые поверхностью 
интегрирования соответственно.
Порядок решения задач на применение теоремы Гаусса к расчету 
напряженности электрического поля:
1. Разобраться с симметрией заданного распределения зарядов и 
нарисовать картину силовых линий поля.
2. Выбрать поверхность интегрирования, учитывая симметрию задачи. 
Форма поверхности должна быть такой, чтобы линии напряженности либо 
скользили по ее поверхности, либо были ей перпендикулярны. Разумный 
выбор поверхности интегрирования упрощает взятие интеграла при 
вычислении потока вектора напряженности через эту поверхность.
Найти поток вектора Е  через выбранную поверхность.
Вычислить заряд, охватываемый этой поверхностью.
Подставить в теорему полученные выражения для потока вектора 
напряженности и суммарного заряда. Из полученного уравнения выразить 
искомую величину Е.
Если в задаче заданы численные значения величин, то, подставив их, 
можно получить численные значения напряженности поля для указанных 
точек.
Построить график зависимости величины напряженности поля от 
расстояния до заряда £  = f ( r ) , если это требуется по условию задачи.
Задача 18.5. Шар радиуса R имеет положительный заряд, объемная 
плотность которого зависит только от расстояния г до его центра как 
р = р0(1 -  г / R), где р0 -  постоянная. Полагая, что диэлектрическая
проницаемость 8 = 1  всюду, найти: а) модуль напряженности электрического 
поля внутри и вне шара как функцию г; б) максимальное значение модуля 
напряженности Етах и соответствующее ему значение гтах.
а) Для решения задачи воспользуемся 
теоремой Гаусса и найдем напряженность 
поля внутри шара E { r  < R )  (рис. 18.6).
<§>EdS = — J (18.24)
(S) %  s  £ ° V
Учитывая, что поле в этом случае 
обладает сферической симметрией, выберем в Рис. 18.6
качестве замкнутой поверхности S сферу 
радиусом г. Найдем поток вектора Ё через поверхность
j>E-dS=j>E-dS=Ej>dS=E-4nr1. (18.25)
(S) (S) К)
Найдем заряд, заключенный внутри сферы радиуса г, по формуле
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Далее, подставляя выражение для р(г)  и применяя теорему Гаусса, 
получим
E-Anr 2 = - ^ p Q[ \ - r  I R )d V   ^ Где d V  = 4 n r 2dr,
J г
Е  • 4n r 2 = — J  р0 (1 -  г  / R )4 n r2dr.
'О о
Произведя элементарное интегрирование, получим
Е -4 п г  =
1 С
Ро
4пг3 р0 4пг 4 Л
Е Р о ^  3 г '
38о V 4 R
R 4
r < R (18.27)
Определим поле вне ш араЕ  ( г  > R ):
§ E d S  = — J pdV t Где d V  = 4 n r 2d r ,
'0  V
1 R
E  • 4 n r 2 = —  J p0 (1 -  r  / R )4 n r2dr
'0 0
Подынтегральное выражение представляет собой полный заряд шара 
радиусом R.
Е =  Ро
( 4
4тсг  е0 ^ 3
nR 3 - n R 3
\
Е  = Ро*3 
R e 0r 2
r > R .  (18.28)
б) Электрическое поле достигает максимума внутри шара. Для того, 
чтобы найти максимальное значение модуля напряженности Етах и 
соответствующее ему значение гтах, продифференцируем выражение (18.27) по 
г и приравняем производную нулю, получим выражения для гтах и £ тах:
Подставим значение rmax в выражение для напряженности электрического 
поля (18.27), получим максимальное значение модуля напряженности
Е  (г ) = ^max V max /  qу 80
Задача 18.6. Система состоит из шара радиуса R, заряженного сферически 
симметрично, и окружающей среды, заполненной зарядом с объемной 
плотностью р = (X / г , где а -  постоянная; г -  расстояние от центра шара. Найти 
заряд шара, при котором модуль напряженности электрического поля вне шара 
не зависит от г. Чему равна эта напряженность? Диэлектрическая 
проницаемость 8 = 1  всюду.
Напряженность электрического поля вне 
шара на расстоянии г определяется зарядом 
шара и зарядом среды, заключенной между 
сферами радиусом Л и г .  Окружим шар R сферой 
радиуса г (рис. 18.7) и запишем теорему Гаусса:
*7сф Я  ср ед
j ) E d S  =
E 4 n r 2 = ^  + —  \p d V .  
s 0 £ о J
Подставим выражение для р (^ )  и получим
2 _ # с ф  | 1 г аЕ А пг = [ —4 n r 2dr.J уСо - Г
Произведя элементарное интегрирование, получим
(18.30)
(18.31)
Е 4 п г 2 = — - + — а 4 п — Е 4 п г 2 = ^  + Щ г 2 _
R '0
2 8 о д2)’
( #Сф a4nR2 Л
2s
а4пг"
о j 2sо
Отсюда видно, что напряженность Е  не зависит от г, когда в 
уравнении (18.32) выражение в скобках равно 0.
а
9сф =2гахй , Е =
2е0 '
Задача 18.7. Внутри шара, заряженного равномерно с объемной 
плотностью р, имеется сферическая полость. Центр полости смещен 
относительно центра шара на расстояние, характеризуемое вектором а . Найти 
напряженность Е  внутри полости.
Напряженность поля внутри равномерно заряженного 
шара (рис. 18.8) определим с помощью теоремы 
Гаусса:
j>E-dS=
(S)  £0
(18.33)
Учитывая, что поле в этом случае обладает 
сферической симметрией, выберем в качестве замкнутой поверхности S  сферу
радиусом г. Найдем поток вектора Е  через поверхность:
j> E dS  =  j>EdS=г2. ( 18 .34)
OS) (X) (S)
Найдем заряд, заключенный внутри сферы радиуса г, по формуле
q = jp d V  = р - —пг3 . (18.35)
v 3
2 4 з
Приравняем полученные выражения (18.34) и (18.35): Е -4пг  =р * -я г  ; 
выразим напряженность электрического поля
77> 1E = — pr.
3s0
Напряженность поля в полости представляет собой суперпозицию полей 
двух равномерно заряженных шаров -  нашего шара и шара, “извлеченного” из 
полости (определяемых по формуле (18.36)):
Ё = Е ++Ё  = — ( г - к )
-  З е /
где У\ -  радиус-вектор, проведенный из центра полости в точку наблюдения. 
Из рис. 18.8 видно, что г - г х =а, тогда
ра
Е =
3£п ‘
Таким образом, поле в полости является однородным.
19. Потенциал электрического поля и его связь 
с напряженностью
Работа по перемещению заряда в электрическом поле
Рассмотрим движение одного точечного заряда q2 по произвольной
траектории из точки 1 в точку 2 (рис. 19.1) в поле, созданном зарядом qx. Сила 
взаимодействия зарядов определяется законом Кулона, где г -  радиус-вектор, 
проведенный от заряда qx к заряду q2,
? = к Ш 1- = к Щ ^ г
г  г  г
(19.1)
При перемещении заряда q2 сила, 
действующая на него со стороны первого заряда, 
будет совершать работу. Элементарная работа
dA -  Fdr  . (19.2)
Подставив силу Кулона из формулы (19.1) в выражение (19.2) и учитывая, 
что r d f  = rdr , поскольку скалярное произведение вектора на его элементарное 
приращение равно произведению модулей этих векторов, получим выражение 
для элементарной работы
АА = к Щ ^ А г . (19.3)
г
Проинтегрировав это уравнение, получаем работу электрической силы 
при перемещении заряда q2 из точки 1 в точку 2:
На рис. 19.1 показаны две траектории: одна сплошной линией, а другая -  
штрихпунктирной. Как видно из формулы для работы, при движении по любой 
траектории работа совершается одинаковая. Отсюда следует, что работа, 
совершаемая при перемещении электрического заряда по любой замкнутой 
траектории в электростатическом поле:
Сила, действующая на любой заряд в электрическом поле, F  = q E , тогда
интеграл называется циркуляцией вектора напряженности.
Теорема о циркуляции: циркуляция вектора напряженности электро­
статического поля вдоль любого замкнутого контура равна нулю.
Таким образом, работа сил электростатического поля не зависит от 
формы траектории. Силы, работа которых не зависит от формы траектории, 
являются консервативными силами. Следовательно, электростатические, 
кулоновские силы консервативны, а электростатические поля -  потенциальны.
(19.4)
<j) dA  = 0 .
при перемещении по любому замкнутому контуру L получаем
L
Поскольку величина перемещаемого заряда не равна нулю, то <j>Edl -  0. Этот
L
Потенциал. Разность потенциалов
Электростатическое поле является потенциальным полем, поэтому 
заряды, находящиеся в поле, обладают энергией. Энергия единичного 
положительного заряда может служить энергетической характеристикой 
электрического поля.
Потенциал электростатического поля -  скалярная физическая величина, 
являющаяся энергетической характеристикой поля в данной точке и равная 
энергии единичного положительного заряда, помещенного в данную точку 
поля:
W
Ф = — . (19.5)
Ч
Отсюда следует, что энергия любого точечного заряда, помещенного в 
точку с потенциалом ф, W  = q(p .
Если силы консервативны, то их работа равна убыли потенциальной 
энергии тела. Электростатические силы являются консервативными силами, и 
поэтому их работа равна убыли потенциальной энергии перемещаемого заряда
An = Wl ~ W2 ИЛИ 4 2 = ? ф ! - ? ф 2 . (19.6)
Таким образом, работа сил электростатического поля по перемещению 
заряда равна произведению величины этого заряда на разность потенциалов 
начальной и конечной точек пути.
Потенциал, как и потенциальная энергия, определяется с точностью до 
произвольной постоянной, зависящей от выбора нулевого потенциального 
уровня. Потенциал -  величина алгебраическая. Знак потенциала определяется 
знаком заряда, создающего поле.
Для потенциала выполняется принцип суперпозиции: потенциал поля, 
создаваемого системой зарядов в данной точке, равен алгебраической сумме 
потенциалов, создаваемых в этой точке отдельными зарядами. Для системы 
точечных зарядов потенциал результирующего поля
п(P =  X (fV  (19 .7)
i—1
Если поле создается непрерывным распределением заряда, то потенциал
ф = J Jq>.
Связь между напряженностью Е  и потенциалом  ф электрического
поля
Для количественной характеристики электрического поля имеются две 
величины: напряженность поля (силовая характеристика поля) и потенциал 
(энергетическая характеристика поля). Найдем связь между этими величинами.
Работа по перемещению точечного положительного заряда q+ на 
бесконечно малое расстояние dx: dA = q+E xd x . С другой стороны, та же работа
dA = - q +dq>.
d q
Приравняв правые части этих уравнений, получаем й х — —~ .
Если перемещение заряда происходит в трехмерном пространстве и 
имеются перемещения по всем трем пространственным осям, то получим 
следующие соотношения:
Л’ ~ E ‘ — T z '
тогда вектор напряженности поля можно выразить следующим образом:
Е  = - ^Зфг Зф Зф— г +— J +— к 
дх ду dz (19 .8)
_  _  ^  Зф
где i , j  ,к  -  единичные векторы (орты) координатных осей ОХ, ОУ, OZ;
Зф Зф
— , —1L -  частные производные от потенциала по координатам х, у, z.
ду dz
5 бд А
grad, или V .
Градиентом скалярной величины
называется вектор, направленный в сторону 
наиболее быстрого возрастания величины и 
численно равный приращению величины на 
единицу длины данного направления.
Рис. 19.2
Для напряженности получили
Е  =  -g ra d ty  = -У ф (19.9)
т. е. напряженность поля равна градиенту потенциала со знаком минус 
(рис. 19.2). Знак «минус» отражает тот факт, что вектор напряженности всегда 
направлен в сторону убыли потенциала.
Задача 19.1. Два шарика с зарядами q\ = 6,66 нКл и qi = 13,33 нКл 
находятся на расстоянии г\ = 40 см друг от друга (рис. 19.3). Какую работу А 
надо совершить, чтобы сблизить их до расстояния г2 = 25 см?
Для того чтобы сблизить одноименно заряженные шарики, необходимо 
совершить работу против сил электрического поля. Поэтому работа сил 
электрического поля при этом будет отрицательной, а работа внешней силы, 
перемещающей заряд, -  положительной.
Будем считать, что первый шарик неподвижен и создает поле, а второй 
перемещается в поле первого заряда.
Г
Рис. 19.3
1-й способ. Работа переменной силы находится через интеграл
2
АХ2 = |  q2Eldl cosq>, где q2 -  величина перемещаемого заряда; Е 1 -  напряжен- 
1
ность поля первого заряда, поскольку перемещение заряда происходит вдоль 
силовой линии, но в сторону, обратную направлению напряженности поля, угол 
будет равен ф = 180°. Величина напряженности поля точечного заряда
Е1 =кЩ-.  Если в условии задачи не упоминается среда, в которой находятся
заряды, то по умолчанию считается, что среда -  воздух и 8 = 1.
Получили интеграл, взяв который, получим формулу для вычисления 
работы
2-й способ. При таком методе решения задачи мы воспользуемся 
теоремой о потенциальной энергии. Электростатические поля -  потенциальные 
поля, поэтому работа сил поля по перемещению заряда равна убыли 
потенциальной энергии перемещаемого заряда. Тогда 4 2=-#2(ф2 — срг), где q>i и
фг -  потенциалы электростатического поля, созданного первым шариком на 
расстояниях г\ и г2 от него. В этом случае мы воспользуемся уже выведенной 
формулой для вычисления потенциала. Потенциал поля точечного заряда q\ в 
точках на расстояниях г\ и г2:
г
или окончательно получим
Тогда 4эл ~~ Я.2
(  \ (  лч\ ч2 _  m i  ! _ ! _  
^4718^ 4пг0г2 )  47180 ^  г2у
= -1 ,2 -10_6Дж.
Работа же внешних сил А = -  Аш = 1,2-10"6 Дж.
Задача 19.2. Имеются два тонких проволочных кольца радиуса R каждое, 
оси которых совпадают. Заряды колец равны q и -q . Найти разность 
потенциалов между центрами колец, отстоящими друг от друга на расстоянии /, 
если 7? = 30 см, I = 52 см и q = 0,40 мкКл.
Обозначим точками а и Ъ центры положительно и отрицательно 
заряженных колец (рис. 19.4). Тогда из симметрии задачи следует, что
фй Фа- ■
1
Из выражения (19.9) известно, что /Т \
д1
Найдем Е  в точке а и Ь ,  учтем
(19.10)
1
А
Рис. 19.4Из задачи 18.2 известно, что модуль 
напряженности электрического поля на оси кольца определяется выражением
q IЕ  =
4 п е г
(19.11)
>0 ( / 2 +  Д 2 ) 2
Из связи напряженности электрического поля с потенциалом получаем
дф = -Ед1. (19.12)
Подставим в формулу (19.12) выражение (19.11) и проинтегрируем.
Тогда Фа
Idl Я
4 n e 0 0 (j2 ^ p 2 \ 2 4тте0° ( /2 + Д 2):
1 1
( / • ' • « • ’ )  •’  R
Аналогично Фь
Я 1 1
Фя_ Фб = Ф « _ (_Фо) = 2Фо = 1 Г —27I8q
( л
* Т д Ч /2,
(
Ответ: Фа Фб —
2 к £ г
1 1
л
V Я л /д 2 + / 2
= 12 кВ.
Задача 19.3. Бесконечно длинная прямая нить заряжена равномерно с 
линейной плотностью т = 0,40 мкКл/м. Вычислить разность потенциалов точек 
1 и 2, если точка 2 находится дальше от нити, чем точка 1, в г) = 2,0 раза.
Напряженность поля равномерно заряженной бесконечно длинной 
прямолинейной нити найдем с помощью теоремы Гаусса.
Е
Рис. 19.5
Вспомним, что линейная плотность т заряда нити рассчитывается по 
_ dq
формуле 'с -  — , т. е. т представляет собой заряд, приходящийся на единицу 
длины нити.
Для равномерно заряженной нити во всех ее точках т будет одинаковой 
(т = const), поэтому поле такой нити обладает осевой симметрией -  линии Е 
представляют собой прямые, выходящие из нити и лежащие в плоскостях,
перпендикулярных к ней (рис. 19.5). Причем на одинаковых расстояниях от 
нити, т. е. на цилиндрических поверхностях, модуль Е  будет одинаковым.
Выбираем замкнутую поверхность в виде цилиндра, имеющего высоту Н  
и радиус г, ось цилиндра совпадает с нитью. Поток через основания цилиндра 
равен нулю (а = 90°), поэтому остается поток только через его боковую 
поверхность.
N e  -  <j) E d S  c o s  а  =  J E d S  c o s a  =  E S 6oK =  E 2 n r H .  (19 .13)
S6„k
Рассчитываем заряд отрезка нити длиной Н, попадающий внутрь 
цилиндра
q ^ = ^ d q  = ^ x d l = xH . (19.14)
Применяя теорему Гаусса для расчета модуля вектора Е  и используя 
формулы (19.13) и (19.14), получим
т Я
Е 2 п г Н  =
880
выразим напряженность
Е  = - --------- . (19.15)
2 п г е 0г
Оценим разность потенциалов между двумя точками, находящимися на 
расстоянии У\ и г2 от нити. Для этого воспользуемся формулой (2.9), подставив 
выражение (19.15):
2
Ф1 — ср2 = и  - 1 E d l c o s a  =  [ d l  -  d r , а  =  0 ]  =  
l
Ге d r  T  ,  Гу Т  ,
I —  =  I n — = --------- In Г).
•  w  /  /т г г »  г» /  /т г г »  г»2тг880 г г  2тгее0 гх 2тг88 о
На рис. 19.5 приведен график зависимости модуля вектора Е для поля 
нити от расстояния г до нее.
Ответ: ф2 -  ф2 =  lnrj = 5 кВ.
271880
Задача 19.4. Заряд q распределен равномерно по объему шара радиуса R 
(рис. 19.6). Полагая диэлектрическую проницаемость всюду равной единице, 
найти потенциал: а) в центре шара; б) внутри шара как функцию расстояния г 
от его центра.
Рис. 19.6
Для решения данной задачи воспользуемся тем, что потенциал равен 
работе электростатических сил при переносе единичного положительного 
заряда из данной точки в бесконечность. Эта работа будет складываться из двух 
слагаемых -  работы на пути от данной точки с радиус-вектором г (г < R) до 
границы шара (г = R) и от границы до бесконечности.
со
Ф1 “ Ф2 = \ E d r , ф2 =ф(оо) = 0 .  (19.16)
о
Вычислим поле, созданное вне и внутри шара радиуса R, по которому 
равномерно распределен заряд q. Введем объемную плотность заряда р :
P = « = J » _
V  4ЛЯ3 ■
Учитывая, что поле в этом случае обладает сферической симметрией, 
выберем в качестве поверхности S  сферу.
а) Поле вне шара:
r > R  j > E d S = j ) E d S = E j > d S = E - 4 n r 1;
(S)  оS) (5)
Я-4ЯГ2 = - = —
% 4ле< /
б) Поле внутри шара:
r < R  j ) E - d S = j > E - d S = E j ) d S = E - 4 K r 7
(S )  (S)  оs)
3 3e0
1 q r
E t'(внугр) p r (19.18)
3 s 0 ’ 471SQT?3
Подставляя выражения (19.17) и (19.18) в (19.16), получим потенциал 
поля в точке, расположенной на расстоянии г от центра шара:
f  R  оо Л  R  оо
<pW = [ J Е, Л + j \ = l kj ^ rdr+i k^ dr =
R R
* V - - V -
k q  
f —  =
k q 1 r 2 , 
------T +  l
kq 3 r 2
2 R 2 R 3 R R 2 2 R 2 R 2  2  R 2
3 k q
2  R 3 R' = Фо
3 k q
где Фо — ф(0) ~ п, т, -  потенциал в центре шара г = 0. 
Z К
Окончательно запишем ф(0) = — — , ф(^) -  Фо
2  R 3 R 2
Задача 19.5. Потенциал поля в некоторой области пространства зависит 
только от координаты х  как ф = -а х 3 + b , где а и Ъ -  некоторые постоянные. 
Найти распределение объемного заряда р(х).
Воспользуемся формулой, выражающей связь между напряженностью и 
потенциалом электрического поля:
?  -  f d c p r & p - r d c p rЕ = -V-cp=- — -I + — • 1 +— -к 
Кдх ду dz
тдеБх = - ^  ; ЕУ 
ах
F = _ Ф
z & ’
В нашем случае Е х = - ^ -  = Ъах2.X /-ч
ох
Далее, используя теорему Гаусса в дифференциальной форме, получим
-  дЕх дЕ дЕ р 
&vE=—-  +— + z -
Для нашей задачи 
Ответ: р О ) = 6 ахе0.
дх ду dz Sq 
дЕх р(х)
дх
-  бах , р (х) = 6 ахе0 .
20. Диэлектрики
Полярные и неполярные молекулы  
К диэлектрикам относят вещества, в которых нет свободных зарядов или 
их число настолько мало, что они не оказывают существенного влияния на их 
характеристики. Поведение диэлектрика в электрическом поле определяется 
поведением его молекул, они делятся на полярные и неполярные молекулы. У 
полярных молекул (молекулы воды НгО, соляной кислоты, аммиака и т. д.) в 
отсутствие электрического поля центры тяжести положительных и 
отрицательных зарядов не совпадают (рис. 3.1), такие молекулы представляют 
собой диполи, которые характеризуются дипольным моментом р  (рис. 20.1).
Для неполярных молекул (молекулы кислорода О2, водорода Нг, гелия Не 
и т. д.) в отсутствие электрического поля центры тяжести положительных и 
отрицательных зарядов совпадают, поэтому дипольный момент молекулы р  
равен нулю (рис. 20.1).
ИН Д
Рис. 20.1
В электрическом поле неполярная молекула за счет смещения ее 
положительных и отрицательных зарядов приобретает индуцированный
дипольный момент р инд , пропорциональный вектору Е  электрического поля:
где а -  скалярная величина, называемая поляризуемостью молекулы.
Индуцированный дипольный момент ртл появляется в электрическом 
поле и у полярной молекулы, но он значительно меньше уже имеющегося у нее 
дипольного момента р , поэтому для таких молекул Дщд пренебрегают.
Поляризованностъ диэлектриков
Поляризацией диэлектрика называется процесс возникновения 
макроскопического дипольного момента у диэлектрика, внесённого в 
электрическое поле. Для характеристики поляризации диэлектрика вводят 
ВФВ, которая называется поляризованностью {вектор поляризации) Р 
диэлектрика и равна дипольному моменту всех молекул в единице объёма 
диэлектрика:
Йш д =  а £ 0 Е ,
(20.1)
Поляризованностъ имеет размерность [Р] = Кл/м2. Опыт показывает, что
(20.2)
где % -  диэлектрическая восприимчивость вещества. Это безразмерная 
величина, которая в общем случае зависит и от напряжённости электрического 
поля, и от температуры: % =
Поляризованностъ и связанные заряды
Связанными называются заряды, входящие в состав молекул 
диэлектрика.
Введем обозначения: q '~  связанные заряды; Е  -  напряженность поля, 
созданного образованными связанными зарядами; ст',р' -  поверхностная и 
объемная плотности связанных зарядов.
Сторонними называются заряды, не входящие в состав молекул
диэлектрика. Введем обозначения: # -  сторонний заряд; Е0-  напряженность
поля, созданного сторонними зарядами; Е -  результирующее поле, созданное 
сторонними и связанными зарядами.
Механизм поляризации неполярных диэлектриков представлен на 
рис. 20.2
а
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ч
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Ег
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Рис. 20.2
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Полярные диэлектрики в электрическом поле ведут себя, как показано на 
рис. 20.3.
а
Р  =  0 J  »
Рис. 20.3
Рассмотрим плоскую диэлектрическую пластину в электрическом поле и 
выделим в ней цилиндр (рис. 20 .4 ), ось которого совпадает с 
поляризованностью Р. Пусть Ар -  дипольный момент молекул в этом цилиндре.
Его можно представить в виде
Ар = P A V  = P A S I co s a .
С другой стороны, Ар = ( a ' A S ) / .
Сравнивая эти выражения, видим, что
<У= P c o s a = P n .  (20 .3 )
Введем основное допущение о структуре диэлектрика: силы
взаимодействия между соседними молекулами 
много меньше сил, связывающих заряды в 
пределах одной молекулы, поэтому при делении 
диэлектрика на части диполи не разрываются и, 
таким образом, в диэлектрике не появляются 
некомпенсированные заряды и полный заряд 
диэлектрика всегда:
я'  =  Япов +  q'oi5мм = 0  ■ (20 .4)
Рассмотрим поверхностный связанный заряд:
я'пов = § o 'd s = |  P-n • dS = j)P d S ,
(S) (S) s
Я объем — Я пов — J  E  dS  .
СS)
Электрическое поле в диэлектрике. Индукция электрического поля. 
Теорема Гаусса для индукции электрического поля
Рассмотрим диэлектрик, помещенный во внешнее электрическое поле Е0 
(рис. 20.5).
Е'
+ &
+
+ Еп хо
*— ►
Рис. 20.5
Напряженность поля в диэлектрике будет Ё  = Ё 0 + Ё ' ,
В проекции на ось ОХ: Е  = Е0 -  Е ' .
Поле Е ’ создано зарядами, находящимися на двух параллельных 
плоскостях, поэтому
_ Р  _ Х Ч Е  = % ЕЕ ' = — = —
или
80 s 0 80 
Тогда напряженность поля в диэлектрике будет
Е  = Е 0 - ХЕ ,
(1 + %)Е = Е 0 .
Введем обозначение е = 1 + х, где s -  диэлектрическая проницаемость
среды.
£
228
Диэлектрическая проницаемость показывает, во сколько раз 
напряженность поля в среде меньше, чем в вакууме (для вакуума % = 0 , 8 = 1).
Применим теорему Гаусса:
П
s q ‘
ф EdS  = — 5 где ~  ^стор Ч. объем •
(S)  8 о
I  e 0E d S  =  q „ op -  jP-dS ; ф  ( е 0£  +  P )  d S  =  q a a p .
( S )  (i) (S)
Введем новую физическую величину -  индукцию электрического поля
D :
D  = е0Ё  + Р  = е0Ё  + % е 0Ё  = c0i ( l  +  х) = г ф Ё . (20.7)
Мы пришли к теореме Г аусса для индукции электрического поля
$  D ■ dS = <7стор . (20.8)
СS)
Поток вектора индукции электрического поля через любую 
замкнутую поверхность равен алгебраической сумме сторонних зарядов, 
охватываемых данной поверхностью.
Задача 20.1. Бесконечно большая пластина из однородного диэлектрика с 
проницаемостью 8 заряжена равномерно сторонним зарядом с объемной 
плотностью р. Толщина пластины 2d. Найти: а) модуль напряженности 
электрического поля и потенциал как функции расстояния I от середины 
пластины (потенциал в середине пластины положить равным нулю); взяв ось х  
перпендикулярно к пластине, изобразить примерные графики зависимостей 
проекции Ех(х) и потенциала ср(х); б) поверхностную и объемную плотности 
связанного заряда.
Для нахождения Е(Г) воспользуемся теоремой Гаусса (20.8) для 
электрической индукции D  (так как нам известно распределение только 
сторонних зарядов):
j ) D - d S  = qCTor 
(S)
Рис. 20.6
В нашей задаче пластину считаем бесконечно протяженной, и поэтому в 
каждой точке пространства напряженность поля будет направлена 
перпендикулярно пластине. Линии напряженности будут представлять собой 
параллельные прямые, перпендикулярные пластине. Начало оси координат 
выбираем в средней точке пластины, а саму ось направляем вдоль силовых 
линий. Учитывая симметрию задачи, выбираем замкнутую поверхность в виде 
цилиндра радиуса R и высотой 2Н  (можно было бы и в виде прямоугольного 
параллелепипеда). Рис. 20.6 выполнен в сечении, перпендикулярном самой 
заряженной пластине. Сечение выбранной поверхности изображено 
прерывистой линией. Нарисовано два цилиндра, оси которых совпадают с 
линиями напряженности электростатического поля, для двух случаев 
определения напряженности поля -  внутри и вне пластины. Основания 
цилиндров симметричны относительно середины пластины. Точка, в которой 
мы хотим вычислить величину вектора Е, должна находиться на основании 
цилиндра.
Полный поток можно сосчитать как сумму потоков через два основания 
цилиндра и через его боковую поверхность
§ D d S  = 2 J c o s a ^  J D d S  cosa2. (20.9)
S  S rоси бок
Как видно из рис. 20.6, a i = 0°, а ot2 = 90°, следовательно, поток отличен 
от нуля только для двух оснований. С учетом этого получим
§ D d S  = 2  |  D d S  ■ 1 +  0  =  2 D S XII =  2 D n R 2. (20.10)
sосн
Перед первым интегралом в выражении (20.10) стоит множитель «2», так 
как два основания симметрично расположены и модуль вектора D  на равных 
расстояниях от пластины будет одинаков, поэтому его можно вынести за знак 
интеграла.
Запишем выражение для заряда, охватываемого этой поверхностью,
1 ?  = р Г . (20.11)
а) Если искомая точка лежит внутри пластины, то V = Soca2l, где I -  
расстояние от центра пластины. Поверхность интегрирования вся расположена 
внутри пластины. Следовательно, выражение (20.11) имеет вид
Ъ я  = РЯош2 1 .
б) Если искомая точка лежит вне пластины, то V = Soca 2d. Высота 
поверхности интегрирования 2Н  больше толщины пластины d. Заряд находится 
только внутри пластины. Тогда выражение (20.10) имеет вид
1<7 = 2р5осн</.
Воспользуемся теоремой Гаусса (20.8). Для этого подставим полученные 
выражения в левую и правую части теоремы.
2 DS0 сн = 1 > >
где D  = 80s Е .
Из полученного уравнения можно получить формулу, дающую 
зависимость напряженности поля Е  от расстояния I до центра пластины.
а) Внутри пластины применение теоремы Гаусса приводит к уравнению
9 9
eEqE^kR = pnR I , из которого получаем искомую зависимость напряженности 
поля внутри пластины от расстояния I:
£ j=  — , (20.12)
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где 8 -  диэлектрическая проницаемость материала заряженной пластины, по 
условию 8 = 2 .  Полученная зависимость -  линейная, т. е. напряженность поля 
прямо пропорциональна расстоянию I.
2 2б) Вне пластины получили уравнение: ее0E 2nR  = рлR d . В этом 
случае получаем следующую зависимость напряженности поля вне пластины. 
Пластина находится в воздухе:
Е2 = ^ ~  (20.13)
ео
(диэлектрическая проницаемость для воздуха равна единице). Величина 
напряженности поля вне пластины не зависит от расстояния /, как видно из 
формулы. Следовательно, поле однородное.
Построим график зависимости Е  от /. Внутри пластины напряженность
поля линейно возрастает с увеличением г. 
Вне пластины поле однородное.
Проекции вектора на ось имеют 
X  разные знаки, поскольку линии напряжен­
ности направлены от центра пластины в
противоположные стороны (рис. 20.7).
Рис. 20.7 тт ~ jНайдем потенциал в точке /:
Аф = -  J E d r . (20.14)
Для этого при I < d  в выражение (20.14) подставим формулу (20.12), 
получим
ср2 -  cpj =  -  f Edl =  f -^-dl = ^
J i  щ  2 sso ’
Тогда для I > d  в формулу (20.14) подставим выражения (20.12) и (20.14):
ф(г) = - [ E dr  = -
J J p p  J p
0 bc,0 d bo
( p d 2 pd
( i - d )
о.II d  г г—  + l - d
)  ео 2 еV e e o 2
б) Поверхностная плотность связанного заряда определяется по 
формуле (20.3): & = Рп =%е0Еп, где % -  диэлектрическая восприимчивость
Х= 8 — 1. Тогда = (s  — 1)80^ и . Подставим в полученное выражение для о\ 
напряженность электрического поля внутри пластины, которая определяется
формулой (20.12), и получим & =  ------------.
8
Для определения объемной плотности связанного заряда р' 
воспользуемся теоремой Гаусса для поля вектора Р  в дифференциальной 
форме, которая имеет вид
VP = -p ',
т.е. дивергенция поля вектора Р  равна с обратным знаком объемной плотности 
избыточного связанного заряда в той же точке.
Данное выражение в нашем простейшем случае будет иметь вид
8 - 1ЭРХ _ д
дх дх
^ 8 -1   ^
 рх
V
р-
У
Из этого выражения видно, что связанный заряд распределен по объему 
равномерно и имеет знак, противоположный стороннему заряду.
Задача 20.2. Точечный сторонний заряд q находится в центре шара из 
однородного диэлектрика с проницаемостью 8. Найти поляризованность
диэлектрика Р  как функцию радиус-вектора г относительно центра шара, а 
также связанный заряд q' внутри сферы, радиус которой меньше радиуса шара.
Для решения задачи применим теорему Гаусса для электростатической 
индукции D  (20.8):
j) D -d S  -  qCTOp -  q.
(S)
В качестве замкнутой поверхности выберем сферу радиуса г, определим 
поток вектора D  через эту поверхность.
j> DdS = J DdS cos 0 = D 4nr2.
2 QТогда D Anr = q , выразим D -  — . Из выражения (20.7) известно, что
4л; г
D  = 80Е  + Р ; выразим поляризованность:
P = D - e 0E ^ - ^ ( l - y ) = ^ ^ - .  (20.15)
4 nr ' /  4 nr s
Связанный заряд найдем, используя теорему Гаусса (20.5) для вектора 
поляризации j)P dS  = - q \  Тогда, подставляя выражение (20.15) в (20.5),
s
получим
j)P d S  = P 4nr2 = 2^ 4 кг2 = ^  = q’
4кг  8 s
Задача 20.3. Точечный сторонний заряд q находится в центре 
диэлектрического шара радиуса а с проницаемостью 8ь Шар окружен 
безграничным диэлектриком с проницаемостью 82. Найти поверхностную 
плотность связанных зарядов на границе раздела этих диэлектриков.
Для решения задачи воспользуемся результатами задачи 20.2 для 
поляризованности (выражение (20.15)):
Поверхностная плотность связанного заряда определяется скачком 
поляризованности при г = а, тогда, используя формулы (20.3) (20.16), получим
Задача 20.4. Внутри шара из однородного изотропного диэлектрика с 
проницаемостью 8 = 5,00 создано однородное электрическое поле 
напряженности Е  = 100 В/м. Радиус шара R = 3,0 см (рис. 20.8). Найти 
максимальную поверхностную плотность связанных зарядов и полный 
связанный заряд одного знака.
Рис. 20.8
Поверхностная плотность связанного заряда с учетом формул (20.2) и 
(20.3) определяется по формуле: & = Рп =%е0Еп, где % -диэлектрическая
4 п г 2е
Запишем поляризованность внутри и вне шара:
р = ф - 1)
и Р2 (20.16)2  2 4 nr S! 4 nr s2
Проекция вектора
Рп —» max
C O S 0 - »  1
По условию задачи внутри шара из однородного изотропного диэлектри­
ка создано однородное электрическое поле, следовательно, происходит пере­
распределение заряда. Разбиваем шар на две части и считаем полный 
связанный заряд одного знака.
Рис. 20.9
Для расчета заряда разбиваем полусферу (полушар) на кольца (рис. 20.9), 
где г -  радиус кольца; dh -  толщина кольца.
Воспользуемся теоремой Гаусса для вектора поляризации (20.5) и 
подставим в него выражение для &, полученное из формулы (20.17). Тогда
ф PdS  = - q  = -  j  o'dS = j  (e -  l)£0is • 2nr  cos 0 dh.
Из рис. 20.9 видно, что г = R  sin 0, dh = R dQ , тогда
j>PdS = J (1- £ ) £ 0ii cos 0-27lR sin 0 RdQ = 
о
л/2 л/2
= J ( l -£ )£ 0is27i^2 sin0cos0  dQ = ( l - £ ) e 0E 2 nR 2 J cos0<^(cos0) =
= (1 -£ )£ 0£ 2 яД2^ - ^
л/2
= —(1 — £)£qEkR2 .
Итак, q ' — n R 2(e — l)e 0E  .
21. Электроемкость, конденсаторы
Электроемкость
Между зарядом уединенного проводника и его потенциалом существует 
прямо пропорциональная зависимость
q = C<p.
Коэффициент пропорциональности в этой зависимости называется 
электроемкостью уединенного проводника, т. е. проводника, удаленного на 
бесконечно большое расстояние от других тел.
Электроемкость уединенного проводника -  скалярная физическая 
величина, которая характеризует способность проводника накапливать заряды 
и численно равна заряду, который надо нанести на проводник, чтобы потенциал 
проводника стал равен единице.
с  = £ . (21.1)
Ф
Электроемкость уединенного проводника зависит от размеров и формы 
проводника, от диэлектрической проницаемости среды, в том месте 
пространства вокруг проводника, где он создает поле, но не зависит от 
материала проводника, его физического состояния.
Приведем формулы для вычисления электроемкости металлического
шара.
Потенциал на поверхности заряженного шара относительно 
бесконечности определяется формулой
1 Я
Ф = Э , (21.2)4я£0 £7q v '
где q -  заряд шара; го -  его радиус; 8 -  диэлектрическая проницаемость
среды, в которой находится шар. Используя определение электроемкости
уединенного проводника (формула (21.1)) и формулу для потенциала на
поверхности шара (21.2), получаем электроемкость уединенного шара
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С  =  1  =  ^4 М  = 
ip q
Электроемкость системы проводников. Конденсаторы
Уединенные проводники обычных размеров обладают очень маленькой 
емкостью, поэтому не могут накапливать достаточно большие заряды, а на 
практике очень часто необходимы источники достаточно больших зарядов. 
Если заряженный проводник будет находиться рядом с другим заряженным 
проводником, то за счет явлений электростатической индукции и поляризации 
поля этих заряженных тел влияют друг на друга и в результате потенциалы 
проводников уменьшаются, а электроемкость их увеличивается.
Взаимная электроемкость двух проводников -  скалярная физическая 
величина, которая характеризует способность проводников накапливать заряды 
и численно равна заряду, который надо нанести на один из проводников, чтобы 
разность потенциалов между ними стала равна единице.
С = — . (21.4)
Электроемкость системы проводников зависит от: а) от размеров и 
формы проводников, б) диэлектрической проницаемости среды, в том месте 
пространства, где заряды проводников создают электрическое поле, в) от их 
взаимного расположения и от расположения тел, окружающих проводники.
Система проводников, которые обладают большой электроемкостью, и 
это позволяет накапливать и сохранять достаточно большие заряды, называется 
конденсатором. Конденсаторы в зависимости от формы проводников бывают 
плоскими, сферическими, цилиндрическими и др. Двум поверхностям 
конденсатора сообщают одинаковые по модулю, но противоположные по 
знаку заряды.
Электроемкость конденсатора -  скалярная физическая величина, которая 
характеризует способность проводников накапливать заряды, численно равная
модулю заряда одной из обкладок конденсатора, чтобы разность потенциалов 
между ними стала равна единице.
(21.5)
Аф U
Емкость конденсатора определяется: а) формой, размерами проводников 
и их взаимным расположением, б) диэлектрической проницаемостью среды, 
заполняющей пространство между обкладками конденсатора.
Примером конденсатора является плоский конденсатор, который состоит 
из двух параллельных плоскостей, расположенных достаточно близко друг к 
другу (рис. 21.1). Поле плоского конденсатора можно считать однородным. 
СУ
Е  =
гг. напряженность поля плоского конденсатора;
|
емкость плоского конденсатора определяется по 
формуле
88 nS
С =
d
(21.6)
-о
Рис. 21.1где S -  площадь одной пластины конденсатора; 
d -  расстояние между обкладками конденсатора.
Сферический конденсатор состоит из двух коаксиальных сфер. 
Электроемкость сферического конденсатора вычисляется по формуле
4 m ^ r 2
С =
Г2 ~ Г\
(21.7)
где г\ -  радиус внутренней обкладки конденсатора; -  радиус внешней 
обкладки конденсатора; 8 -  диэлектрическая проницаемость среды,
заполняющей пространство между обкладками конденсатора.
Соединение конденсаторов
При последовательном соединении конденсаторов (см. рис. 21.2) заряды 
всех конденсаторов одинаковы, а напряжения складываются.
q \= q i = qi, Ui = Ui + U2 + U3.
иРис. 21.2
При последовательном соединении 
конденсаторов величина, обратная емкости батареи, 
равна сумме обратных емкостей отдельных 
конденсаторов:
1 1 1 1
(21.8)1 _ J _  J_  J_
С ~ Cj + с2+ с3
При параллельном соединении конденсаторов (рис. 21.3) емкость батареи 
равна сумме емкостей отдельных конденсаторов. Заряды отдельных 
конденсаторов пропорциональны емкостям, а суммарный заряд равен сумме 
зарядов отдельных конденсаторов:
с,
Н Н
ч н
Cl
. и —
Рис. 21.3
С - С 1 + С2 + С3, q - q i + q 2 + q3, U - U 1 - U 2 - U 3. (21.9)
Алгоритм решения задач на определение емкости 
конденсатора
В задачах, где требуется определить емкость конденсатора, 
когда е постоянна либо меняется по какому-то закону 8 =f(x) , 
применяем следующий алгоритм: мысленно сообщая одной из 
обкладок заряд q и применяя теорему Гаусса, получаем выражение для 
напряженности поля:
qЕ  =
£qf ( x ) S
Далее вычисляем разность потенциалов
(21.10)
Аср = ^Edx = -* —^
q r cbc
(21.11)
S&oJa f ( x )
Пределы интегрирования определяются конфигурацией конденсатора. В 
случае плоского конденсатора а = 0 и b = d, где d  -  расстояние между 
пластинами; в случае сферического конденсатора а = г\ и Ъ = и т. д. Затем
согласно определению емкости конденсатора (см. формулу (21.5)) С =
Задача 21.1. Найти емкость 
сферического конденсатора (рис. 21.4), 
радиусы обкладок которого равны а и 
Ъ, причем а< Ъ , если пространство 
между обкладками заполнено: 
а) однородным диэлектриком с 
проницаемость е; б) диэлектриком, 
проницаемость которого зависит от 
расстояния г до центра конденсатора 
как е = а/r, а -  постоянная.
Для решения этой задачи воспользуемся алгоритмом, описанным выше. 
Определим напряженность электрического поля с помощью теоремы Гаусса 
для вектора D  (20.8):
j>DdS = jD d S  cosO = D 4nr2.
2 QТогда D 4nr  = q ; выразим D -  — ; зная D = ее0Е , получим
4пг"
Е  = Я
4Д880Г2 ' (21.12)
а) Для определения электроемкости воспользуемся формулами (21.5) 
и (21.12):
с = — , Аф = [ E dr = f 
А ф  J Jу у
qdr Я (
4ТС880Г2 4ТС880
1 1 Л
И  ги
Определив разность потенциалов —
Я
47188л
Г2~П
V п г 2 у
»найдем
электроемкость конденсатора
с =
q _  471880^ 7*2 _  47188Qab  
Аф f2 ~ ri b - a  
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б) Аналогично найдем емкость конденсатора в случае 8 = а/г. 
q к Г\ qdr г
с = -2~, Лф = [ ,
Аф J 4 n s 0г  а  4тсе0а  гх
q  In"2
с = q 47ie0a
Аф ЫЬ/а
Задача 21.2. То же, что в предыдущей задаче, но конденсатор 
цилиндрический (рис. 21.5) длиной I и в  пункте б) г -  расстояние до оси 
системы. Краевыми эффектами пренебречь.
0
fC El
Л р т. E- - - -----  yj
f* — — — „ ---------
/1 0 \r |Z- *
О!
Рис. 21.6
Так же как и в предыдущей задаче, определим напряженность 
электрического поля с помощью теоремы Гаусса для вектора D  (20.8).
j>DdS = 2 J  D dS  cos a j  + j  D dS  cos a 2
OCH бок
Как видно из рис. 21.6, a i = 90°, а a 2 = 0°, следовательно, поток отличен 
от нуля только для боковой поверхности. С учетом этого получим
<j) D dS  = J  D dS  cos 0° = D S6oK _
бок
Тогда D ln rl -  q ; выразим D  = ^ ; зная D  = sSqE  , получим
2 nrl
а) Определим разность потенциалов, для этого воспользуемся 
выражением (21.13):
A v  = ) E d r J ^ !_  = ^ ]ab
а 271880/г 2 tcss0/ а
Найдем электроемкость конденсатора из выражения (21.5):
а 2пгпг1
с  =  —  = --------— .
А ф  In Ы а  
б ) Д ф  =  W = f - 2^ = f _ £ ! * L  =  _ 2 _ ( 6 _ e );
*  *  Отгсс? 1v *  Отгг#е Отт с  7rvа 2тг880/г * 2mxe0/r 27te0/a
<7 _ ql2ne0a _ 2ns0a 
А ф  <7(6 -  а )  Ъ -  а
Задача 21.3. Зазор между обкладками плоского конденсатора заполнен 
изотропным диэлектриком, проницаемость которого 8 изменяется в 
перпендикулярном к обкладкам направлении по линейному закону от ei до 82, 
причем 82 > 81 . Площадь каждой обкладки S, расстояние между ними d. Найти 
емкость конденсатора.
Воспользуемся алгоритмом, описанным выше: мысленно сообщая одной 
из обкладок заряд q и применяя теорему Гаусса, получаем выражение для
17 Янапряженности поля h  = -------------, где проницаемость£0s(x)S
е(*) = ei + = 81 + 82 х>a(x) d
изменяется по линейному закону.
8 0S Si + S2 S1
d
Далее вычисляем разность потенциалов с учетом формулы (21.14):
Дф = J& fc = - 2 - J dx qd
S  s
-ln-
0 0 £1 + ^  80*^ (82 £i) S1
d
Используя определение электроемкости, получим
С  =
_ q/ _ s o^ (s2 ~ si)
Аф d, In s2
Задача 21.4. Первоначально пространство между обкладками плоского
конденсатора заполнено воздухом и напряженность поля в зазоре равна Ео.
Затем половину зазора, как показано на рис. 21.7, заполнили однородным
_______________________________________  изотропным диэлектриком с
I проницаемостью 8. Найти моду­
ли векторов Е  и D  в обеих
частях зазора (1 и 2), если при
введении диэлектрика: а) заряды
Рис. 21.7 на обкладках оставались неиз­
менными, б) напряжение между обкладками не менялось.
После введения диэлектрика данная система будет представлять собой 
два последовательно соединенных конденсатора с расстоянием между 
обкладками d/2, у одного из которых оно заполнено диэлектриком с 
проницаемостью 8. Так как при последовательном соединении разность 
потенциалов на концах батареи конденсаторов равна сумме разности 
потенциалов на каждом конденсаторе, то U0 -  Ul + U2-
а) Заряды на обкладках оставались неизменными:
и Л = q и п
2Cn
, тогда для вектора напряженности электрического поля в
2
первой части зазора получим Д  = = Е0, для вектора электростатической
2d
индукции Д  = е0Д  = е0Д  •
Аналогично U2 = q Un тогда для вектора напряженности
2еС0 2е
электрического поля во второй части зазора получим Ё2 =
2 U0 _ Е0
для
2dz s
вектора электростатической индукции Д  = Д  = е0Д .
б) Напряжение между обкладками не менялось:
Тогда с учетом определения емкости конденсатора С = , а также
неизменности напряжения получим
*L = ±  + ^ L  = q 
С0 Q  С2
f  1 1 } q_(\ + £>
vC i + sCu
(21.15)
v  е у
где qo, Со, Со -  заряд, разность потенциалов и емкость конденсатора до 
введения диэлектрика; qi ,JJ \ , Ci и qi ■, U2 , С2 -  заряд, разность потенциалов и 
емкость конденсаторов эквивалентной схемы. Так как С\ = 2Со, то из
выражения (21.14) q0 = q или
q  — Чо
1 + 8 (21.16)
тогда с зачетом выражения (21.16) и определения электроемкости получим
и Л = ^ -  =
q q0 (  2 z Л
Cj 2С0 yl + s у
=  U { , где мы использовали С 0 =О . 1 с ivim w u iu jjifijv jisa jiii ^  q — /  *-у .
1 + 8 /  и 0
Тогда для вектора напряженности электрического поля в первой части
-  2  Ux 2 U0s 2 s E 0
зазора запишем выражение = ------= — ------г = ------г . Для вектора
d  с/(1 + 8) (1 + 8)
электростатической индукции из формулы (20.7) получим в случае вакуума
г ,  _ р  F  2 £ > > 4 >
1 0 ‘ “ ( 1 +  е ) '
Аналогично определим напряжение во второй части зазора
q q qQ (  2г Л тт \ ^  _ 2 U 0 1 _  2 Е {
гг _  ч _  ч _  чи _ Т Т  г  -U 2 —-----—------ —------   — U п ------- . а также — 0
С 2 eCj eC 0 U  +  e J  1 + е ’ d  ( l  +  e ) ( l  +  s ) '
При переходе границы двух диэлектриков Dn сохраняется, таким образом, 
Dl =D2.
Эту же задачу можно решить другим способом, если вспомнить так 
называемые условия на границе двух диэлектриков -  соотношения, 
связывающие между собой компоненты векторов напряженности Е  (и 
индукции D ) полей, существующих в диэлектриках, имеющих общую границу. 
Так, для нормальных составляющих вектора напряженности выполняется 
равенство г\Е\ = ZiE2. В нашем случае ei = 1, 82 = 8. Диэлектрик, помещенный во 
внешнее электрическое поле, не изменяет его -  меняется лишь напряженность 
поля внутри самого диэлектрика, поэтому в первом случае (q = const) 
напряженность поля в верхней части конденсатора будет такая же, как и до 
внесения в него диэлектрика: Е\= Eq. Напряженность поля в нижней части 
конденсатора будет равна Е2= Е\/е. Для нормальных составляющих вектора D 
выполняется равенство D\= D2 = £qEo.
Во втором случае (U = const) ситуация будет иная. Емкость конденсатора
изменилась, а это значит, что изменился и заряд на обкладках конденсатора
(для поддержания напряжения постоянным мы должны подключить
конденсатор к источнику). Поэтому напряженность поля Е\ в верхней части
уже не будет совпадать с Eq. Так как напряжение на обкладках не меняется, мы
можем использовать равенство U=U\+U2.
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Дальше все, как в первом случае:
Задача 21.5. Первоначально пространство между обкладками плоского 
конденсатора заполнено воздухом и напряженность поля в зазоре равна Eq. 
Затем половину зазора, как показано на рис. 21.8, заполнили однородным 
изотропным диэлектриком с проницаемостью 8. Найти модули векторов Е  и D  в 
обеих частях зазора (1 и 2), если при введении диэлектрика: а) напряжение 
между обкладками не менялось; б) заряды на обкладках оставались 
неизменными.
Мы снова можем воспользоваться условиями на границе двух 
диэлектриков. Теперь вектора напряженности электрического поля 
параллельны границе раздела, то есть имеют лишь тангенциальные 
составляющие. А они, как известно, равны. Поэтому Е\=Е2. В первом случае 
(U = const) все просто:
а вот со вторым случаем (q =  const) стоит разобраться. При внесении 
диэлектрика на обкладках конденсатора происходит перераспределение
1
Рис. 21.8
зарядов. Связанные заряды на поверхностях диэлектрика «оттягивают» на себя 
часть зарядов на обкладках конденсатора, поэтому поверхностная плотность 
зарядов в левой части будет меньше на величину Д а ,  а в правой -  больше, чем 
вначале ( а  +  Д а ):
а - Д а  а  +  Д а  a f s - l l
Е л = £ ,   =   Д а  =-— -------1
1 25 с0 CqS ’ £ + 1 ’
поэтому
17 _  17 _ a “ A c j _  2 а  _ 2 Е 02 — 1 — — / ч —
£0 £0 (£ + 1) £ + 1 ’
_  2£qE 0 _  2 е0еЕ 0
1 (£ + 1 )’ 2 (е + 1) *
22. Энергия электрического поля
Энергия заряженного проводника и конденсатора
Заряд, находящийся на проводнике, можно рассматривать как систему 
взаимодействующих между собой точечных зарядов. Такая система обладает 
потенциальной энергией. Потенциальной энергией, которой обладает 
заряженный проводник в отсутствие внешнего электрического поля, называется 
собственная энергия проводника. Энергия уединенного заряженного 
проводника может быть определена по одной из формул:
а(р Сю2 а2
2 2 2С ’ у }
где q -  заряд проводника; ф -  потенциал проводника; С -  электроемкость 
проводника.
Энергия конденсатора, т. е. системы, состоящей из двух проводников, 
может быть определена по следующим формулам:
flrllAml С(Атч2
W =
?||Дф| Дф) q2 
— — (22 .2)
где q -  величина заряда одной обкладки конденсатора; Аф -  разность 
потенциалов между обкладками конденсатора; С -  электроемкость 
конденсатора.
В случае плоского конденсатора энергия может быть вычислена 
следующим образом:
ee0SU2 ee0ESd <j2Sd
W =  u = — 1 —  = - ------. (22.3)2d 2 2ss0
Энергия электрического поля
Пространственное распределение энергии характеризуется объемной 
плотностью энергии со -  это энергия поля, приходящаяся на единицу объема. 
Если энергия распределена равномерно, то плотность энергии вычисляется по 
формуле
W гг0Е 2
ш = у  = ^ —  • (22.4)
Зная пространственное распределение плотности энергии, можно решить 
задачу нахождения энергии поля, заключенной в объеме V:
W = J (o (x ,y ,z )d V ' (22.5)
Задача 22.1. Заряд q распределен равномерно по объему шара радиуса R. 
Считая диэлектрическую проницаемость 8 = 1 , найти: а) собственную
электрическую энергию шара; б) отношение энергии W\ внутри шара к энергии 
Wi в окружающем пространстве.
По теореме Гаусса найдем поле Е  внутри и вне шара:
E ' = i k i ? ( r - R ) ' 2 ) E ^ ^ k 7 ( r - R )' ^ -  w
Найдем собственную энергию шара, используя формулы (22.4), (22.5), а 
также выражение (22.6):
W = \ ^ - d V  = \ — dV, W =  Wl +W2 = 1 ^ - d V  + ] ^ - d V t
где W\ и W2 — энергии поля внутри и вне шара dV -  4кг d r .
R 7^ 2
W  =  | £ ° 1 4 n r 2d r  +  j
R
р Е
0 2 4 п г  d r  =  
2
R 2 2
= ?go 4nr2d r + °fe> _ Л ___
J " ”3' 2 I  2 (4ne0)2 r40 2 (47180^ )^
dr =
e sn q 471 r dr r sn q 4nr , r
= I— - — 5- 5- ^ +  I —  % , — 7~dr =
2 I671 snR { 2 167t sn r
R q2r4dr °? q2dr
q2 R 5
871s 0R 5 87isc
r
f _ n
V. r )
2 _ 2  „ 4
0 87lSn^ 6 д  87lS0r 20
чл q2 6 3 q"
R
SnenR -5  SnenR SnenR -5  20nenR
Щ _ 1
W2 ~ 5 '
Задача 22.2. Сферическую оболочку 
радиуса R\ (рис. 22.1), равномерно заряженную 
зарядом q, расширили до радиуса R2. Найти 
работу, совершенную при этом электрическими 
силами.
Работа электрических сил равна убыли
электрической энергии:
Рис. 22.1
A = -A W  = -(W 2 -W l).
(22.7)
Энергия W поля в любом конечном объеме V пространства:
W  =  J w d V  =  J jj— ----- { Х’У> ) cjx  j у  £ z  (22.8)
v v 2
Применение формулы (22.8) к сферически симметричному 
электростатическому полю заряженной металлической сферы радиуса R  
приводит к формуле
w  =  г££о(— < i _ f d v =  
R 2  47iss0r
d V  =  4 к г  d r Ч‘
°idr _
J „ 2  “
ч ‘
87ise0 ^ r  87188q2?
(22.9)
Запишем энергию сферической оболочки до и после расширения
Щ ч $ (22.10)87Г80Д  8Я80^ 2
Тогда работа, совершенная при этом электрическими силами, с учетом 
выражений (22.7) и (22.10):
А = <L_
87CSr
Задача 22.3, Точечный заряд q находится в центре О сферического 
незаряженного проводящего слоя с малым отверстием вдоль радиуса 
(рис. 22.2). Внутренний и внешний радиусы слоя 
равны соответственно а и Ь. Какую работу надо 
совершить против электрических сил, чтобы 
медленно перенести заряд q из точки О на 
бесконечность?
Работа электрических сил равна убыли 
электрической энергии системы.
4 n = - A ^ n . (22.11)
Электрическое поле вокруг заряда q  изменится только в сферическом 
слое с внутренним и наружным радиусами а и Ъ (в начальном положении 
заряда поля здесь не было, следовательно, W=  0, а в конечном положении поле
в этом слое есть, так как сам сферический проводящий слой будет находиться 
далеко от заряда q). Следовательно, искомая работа
ь г г пЕ 2
(22.12)
Далее, зная, что Е  = - — ^ и dV  = Акт dr, полним  после интегрирования 
выражения (22.12):
4 я г2
A = ^ L ( ^ z b ) < 0
8tcs0 ab
Задача 22.4. Имеется плоский воздушный конденсатор, площадь каждой 
обкладки которого равна S. Какую работу против электрических сил надо 
совершить, чтобы медленно увеличить расстояние между обкладками от xi до 
Х2, если при этом поддерживать неизменным: а) заряд конденсатора q;
б) напряжение на конденсаторе U ?
а) Искомая работа
d A  =  F d x ,  =^ > А  =  F А х  =  q E x ( х 2 -  х х) ,  (22 .13)
где Е\ -  напряженность поля, создаваемого одной обкладкой,
Е 1= -  = - ^ — . (22.14)
1 2 s0 2s 0S  V У
Выражение (22.14) определяет поле, в котором перемещается заряд, 
находящийся на другой обкладке. Подставляя выражение (22.14) в (22.13), 
получим
А  =  — — ( х 9 -  Xi).
2 s 0S V 2 1
б) Запишем элементарную работу 8Л силы, действующей на обкладку при 
ее перемещении на dx относительно другой обкладки, и учтем, что
q = CU, Ех = и_2х и С =
8А е0S U 2 , е0S Tr2 = qEldx = — dx = -^rUх 2х 2х" 
После интегрирования выражения (22.15) получим
dx (22.15)
s0S  тт2, s0S U 2A = J8A = J ~^4rU d x
\ 1_
X 2 J
(22.16)
Приведем второй способ решения этой задачи.
Итак, мы зарядили конденсатор и отключили его от источника. Работа, 
которую мы после этого совершаем, раздвигая обкладки конденсатора, идет на 
увеличение его энергии, и ее легко посчитать:
внеш = AW =2 С2 2 q 280S(х2-х i).
Во втором случае все не так просто. Для того чтобы поддерживать 
неизменным напряжение на обкладках конденсатора, необходимо, чтобы он 
был подключен к источнику. И при этом изменение энергии конденсатора 
происходит в результате не только работы внешних сил, но и работы, 
совершаемой источником тока:
A W — Двнеш + АИСТ.
CfJ2 _ ACU2 А,ст = AqU = ACU2,
поэтому
внеш 2 2 х2 J
е05С/2(х2 - х^  
2x^2
Сила тока, плотность тока
Под электрическим током понимают упорядоченное движение 
заряженных частиц, причем за направление тока принимают направление 
движения положительных зарядов.
Протекание тока по проводнику характеризует сила тока /, определяемая 
по формуле
где dq -  заряд, проходящий через поперечное сечение проводника за время dt.
Для постоянного тока величина I  остается одинаковой и по модулю и по 
направлению, что позволяет в формуле (23.1) выбирать конечные значения 
заряда и времени
Распределение тока по сечению проводника характеризует вектор 
плотности тока j , направление которого в каждой точке проводника 
совпадает с направлением тока, т. е. с направлением скорости и 
упорядоченных положительных зарядов (у и). Модуль вектора
где d l -  сила тока, протекающего в данной точке внутри проводника через 
элементарную площадку dS± , расположенную перпендикулярно к 
направлению тока (рис. 23.1, а).
Введение вектора плотности тока j  позволяет найти силу тока, 
протекающего через любую поверхность S :
/  =  ^ Г ’ dt
dq
(23.1)
t '
(23.2)
s s
аРис. 23.1
В этой формуле угол а -  это угол между вектором j  и вектором нормали 
Я к элементарной площадке dS -  dS± cosa (рис. 23.1, а).
Через поперечное сечение проводника площадью S  за время t пройдут все 
электроны, находящиеся в цилиндре высотой ((u)t) (рис. 23.1, б). Если ввести 
характеристику металла -  концентрацию п свободных электронов, то можно 
получить
I  q q0 N  q0 n S (v )t 9oKu)> 7 = |?о|и(С), (23.5)S St S t S t
где q0 -  это заряд электрона или, в общем случае, свободной заряженной
частицы, участвующей в создании электрического тока; <и> -  средняя 
скорость направленного движения заряженной частицы.
Закон Ома для однородного участка цепи.
Закон Джоуля-Ленца 
Однородным участком электрической цепи называют участок, на 
котором направленное движение зарядов происходит под действием только 
кулоновских сил. Для него Г. Ом в 1826 году экспериментально установил 
следующий закон (закон Ома): сила тока I, текущего по однородному
участку цепи, прямо пропорциональна напряжению U, приложенному к нему, и 
обратно пропорциональна сопротивлению R этого участка цепи:
i = u-  
R '
Отметим, что для однородного участка цепи напряжение U совпадает с 
разностью потенциалов ( ср2 -  ф2) между начальной и конечной точками участка.
На основе формулы (23.6) вводится понятие сопротивления R  
однородного участка цепи: сопротивление R характеризует свойство 
проводника препятствовать протеканию по нему электрического тока:
R = lJ  ■ (23.7)
Сопротивление R однородного участка цепи не зависит ни от U, ни от /, 
но определяется геометрическими размерами проводника, его материалом и 
температурой.
На практике обычно используют проводники цилиндрического вида 
длиной I и площадью поперечного сечения S. Это позволяет ввести новую 
характеристику -  удельное сопротивление р проводника по следующей 
формуле:
I R S
Д = р - ,  Р = ~ ■ (23.8)
Удельное сопротивление р проводника зависит только от его материала 
и температуры. Оно численно равно сопротивлению R проводника при I = 1 м 
n S =  1 м2.
Для чистых металлических проводников в области комнатных температур 
удельное сопротивление практически линейно возрастает с повышением 
температуры:
p = p0(i + aO , (23.9)
где р0-  удельное сопротивление проводника при температуре t = 0°С ; 
t -  температура проводника по шкале Цельсия.
Входящий в формулу параметр а  называют температурным
коэффициентом сопротивления (ТКС), он численно равен относительному
изменению удельного сопротивления проводника ---------
< Ро у
при повышении
температуры проводника на 1 °С :
(23.10)
Зависимость сопротивления R металлического проводника также 
соответствует формуле (23.9), так как размеры проводника (/, S) обычно 
изменяются с температурой значительно слабее, чем удельное сопротивление р 
проводника:
Для чистых металлов ТКС а  является положительной величиной, 
примерно равной (1/27У)К~\ При низких температурах, когда колебания 
положительных ионов кристаллической решетки не оказывают существенного 
влияния на движение свободных электронов, удельное сопротивление р не 
изменяется с температурой, оставаясь постоянной величиной.
В заключение выведем формулу для расчета количества теплоты Q, 
выделяемого в проводнике при протекании по нему электрического тока. Если 
в магнитном поле проводника с током отсутствует перемещение других тел 
(заряженных частиц других проводников с током) и не изменяется химический 
состав проводника (нет электролиза), то тогда работа сил электрического поля 
по перемещению заряда в проводнике целиком расходуется на выделение 
теплоты.
В этом случае количество теплоты dQ, выделяемое за малый 
промежуток времени dt, можно рассчитать таким образом:
Для конечного промежутка времени в случае переменного тока получим
R  = RQ(l + a t) . (23.11)
dQ - d A -  dqU -  IUdt- — dt -  I2Rdt. (23.12)
R
о о
Формула (23.14) получила название закона Джоуля-Ленца. Он 
формулируется следующим образом: количество теплоты, выделяемое в 
проводнике при протекании по нему электрического тока, равно произведению 
квадрата силы тока на сопротивление проводника и на время протекания по 
нему тока.
Электродвижущая сила источника тока. Напряжение.
Вектор напряженности поля сторонних сил. Закон Ома для 
неоднородного участка цепи
Возьмем замкнутую электрическую цепь, содержащую источник тока, и 
рассмотрим, как протекает по ней постоянный ток, т. е. как происходит 
движение положительного заряда (+q) по этой цепи (рис. 23.2, а).
Источник тока можно охарактеризовать сопротивлением г 
(сопротивление внутренней части цепи) и электродвижущей силой (ЭДС) £, 
которая определяет работу сторонних сил по перемещению точечного 
положительного заряда в один кулон от отрицательного полюса к его 
положительному полюсу:
^стор (23.15)
Я+
Изображение источника тока на схемах приведено на рис. 23.2, а.
Природа сторонних сил может быть любой, от них требуется лишь 
способность разделять разноименные заряды. Это могут быть силы трения, 
силы химических реакций, протекающих в гальванических элементах, силы 
магнитного поля, силы вихревого электрического поля и т. д.
Участок цепи, на котором одновременно действуют и сторонние и 
кулоновские силы, называют неоднородным участком цепи (рис. 23.2, б).
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Рис. 23.2
Работу кулоновских сил по перемещению электрического заряда на этом 
участке характеризует разность потенциалов ((pi - ф 2) , а сторонних сил -  
действующая на этом участке цепи ЭДС е12:
Ф1 - Ф 2 =
К л!2 А.
е 12 —
стор!2
(23.16)
q ч
Для неоднородного участка цепи вводится новая величина, называемая 
напряжением Ul2, она характеризует общую работу сторонних и кулоновских 
сил на неоднородном участке цепи:
у  = ^  +  4 - » = (  ) + (23.17)
На однородном участке цепи (812 = 0) напряжение равно разности 
потенциалов: Uu  -  Ф1 _ Ф2 •
Для описания силового действия на помещенные в поле сторонних сил 
заряды (по аналогии с электростатическим полем) вводят его силовую
характеристику -  напряженность 2£CT поля сторонних сил:
F  = qE  , Е  =СТ 1  сг> ст (23.18)
Тогда формулы (23.13), (23.14) можно переписать следующим образом:
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Un = \ { ^  + E „ y i . (23.20)
1
Для ЭДС £, действующей в замкнутой цепи (начальная точка 1 и 
конечная точка 2 совпадают), из выражения (23.17) получим
т. е. ЭДС £ равна циркуляции вектора напряженности Ёст сторонних сил по 
произвольному замкнутому контуру (Г). Это свидетельствует о том, что поле 
сторонних сил в отличие от электростатического поля не является 
потенциальным.
Покажем, что и для неоднородного участка цепи также выполняется закон 
Ома. Для этого используем закон сохранения энергии, а именно: количество 
теплоты dQu , выделяемое на неоднородном участке цепи за малый 
промежуток времени dt, равно суммарной работе сторонних и кулоновских сил 
по перемещению зарядов по этому участку цепи:
Формула (23.22) представляет собой закон Ома для неоднородного участка 
цепи. Учитывая, что 812, ф1-фг? /  являются алгебраическими величинами и могут 
быть как больше, так и меньше нуля, запишем закон Ома (23.22) в следующем 
виде:
где фнач и фкон -  потенциалы начальной и конечной точек участка цепи. Выбор 
знаков в формуле (23.23) обсуждается в следующем параграфе. Для участка 
цепи, изображенного на рис. 6.2, в, формула (6.23) примет вид
(23.21)
Г
dQi, 2 dAKyJl 1д + dAc т\2  
=> I 2Rl2dt = dq{ф! -  ф2) + dqsl2 = dqU l2 = IU l2dt => Ul2 = IRl2 . (23.22)
± Ж 1;2 =(фнач- Фкон ) ±  *4,2 > (23.23)
'/^ 12 (Ф2 Ф1) ei2?
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где начальной точкой участка считается точка, с которой начинается обход 
участка цепи.
Эти правила были сформулированы Кирхгофом в 1847 г., они 
используются для расчета разветвленных цепей постоянного и 
квазистационарного тока -  цепей, содержащих несколько замкнутых контуров. 
Если записать закон Ома (23.23) для замкнутой цепи (для нее начальная и
конечная точки совпадают, т. е. Фнач = Фкон), то из него следует второе правило 
Кирхгофа:
Согласно второму правилу Кирхгофа алгебраическая сумма падений 
напряжения на разных участках замкнутой цепи равна алгебраической сумме 
ЭДС, действующих в этой цепи. Число независимых уравнений (ни одно из них 
не является следствием других), которые можно записать по второму правилу, 
равно числу замкнутых контуров (цепей), которые нельзя получить 
наложением одного на другой. Так, для схемы, приведенной на рис. 23.3, а, 
число независимых уравнений равно двум, один из трех контуров получается 
наложением двух других.
Рис. 23.3
Рассмотрим выбор знаков в формуле (23.24). Для этого сначала 
произвольно указывают направление токов на разных участках разветвленной
Правила Кирхгофа
N N
(23.24)i=l 1=1
/ ,  R t а  h  1{з
а б
1 Т  С  т о
Sy _ обход ) К 2 '. обход j - b2
б
цепи, а затем направление обхода замкнутых контуров (цепей). Для силы тока 
выбирают знак плюс («+») при совпадении направления тока с направлением 
обхода контура, в противном случае -  знак «-». Для ЭДС 8 источника тока 
выбирается знак плюс, если она повышает свой потенциал в направлении 
обхода контура (происходит переход от отрицательного полюса источника к 
его положительному полюсу), в противном случае выбирают знак минус.
Для приведенной на рис. 23.3, а схеме по второму правилу Кирхгофа 
можно записать два уравнения:
+ ^ 2^2 = 1^ ’ 
l^2-^2 W l  = S2'
Для формулировки первого правила Кирхгофа введем понятие узла 
электрической цепи. Узел электрической цепи -  это точка цепи, в которой 
сходятся три или более проводников. Тогда из закона сохранения 
электрического заряда (он не может накапливаться в какой-либо точке цепи) 
следует первое правило Кирхгофа:
1 Л  = 0, (23.25)
i
согласно которому алгебраическая сумма токов, сходящихся в узле, равна нулю.
Принято брать силу тока I  со знаком «+», если ток входит в узел и со 
знаком минус «-», если ток выходит из узла. Число независимых уравнений, 
которые можно записать по этому правилу, равно числу узлов разветвленной 
цепи минус один. Так, для цепи, приведенной на рис. 23.32, а, можно записать 
только одно уравнение, например для узла б:
“ А + ^2 -  = о •
Система уравнений (23.24) и (23.25) позволяет провести расчет 
электрических цепей при различных исходных данных. Для разветвленной 
цепи, содержащей большое число контуров, для решения системы уравнений 
необходимо использовать известный в алгебре метод определителей.
Закон Ома и Джоуля-Ленца в дифференциальной форме
Пусть внутри проводника электрическое поле является неоднородным и 
его удельное сопротивление р зависит от выбранной внутри него точки. В этом 
случае необходимо использовать дифференциальную форму законов Ома и 
Джоуля-Ленца, справедливую для малой окрестности точки внутри 
проводника.
Рассмотрим однородный изотропный проводник длиной I и постоянного 
поперечного сечения площадью S. Создадим в проводнике однородное 
электрическое поле Ё= const. Такие упрощения не скажутся на общности 
полученных формул.
Из формул законов Ома (23.6) и Джоуля-Ленца (23.14) получим
1 = Ц-, I  = jS ,  U  - E l ,  R = ^  => j S ^ - Ц -  => j  = - E  = aE-,
R  S  /Р/ч p
j  =oE. (23.26)
Введем удельную тепловую мощность w :
dQ
w  = — ^ ,  (23.27)dVdt
которая определяет количество теплоты dQ, выделяемое в элементарном 
(бесконечно малом) объеме dV, расположенном вблизи точки, взятой внутри 
проводника, за малое время dt.
Для рассматриваемого здесь вывода вместо элементарных значений dQ, 
dV, dt можно подставить их конечные значения Q, V, t , что дает
Q I 2Rt (jS)2 pit .2 f j-,^ 2 r2 w = —  =------ = =ip = (oE) p = oE = jE,Vt Vt SltS (23.28)
w = oE2 = jE.
Формулы (23.26), (23.27) представляют собой дифференциальную форму 
законов Ома и Джоуля-Ленца. Введенная в выражение величина о называется 
удельной проводимостью, она связана с удельным сопротивлением р формулой
В случае неоднородного участка цепи, когда в проводнике одновременно 
действуют и сторонние и кулоновские силы, формулы (23.26) и (23.28) примут 
вид
Задача 23.1. Однородная слабопроводящая среда с удельным 
сопротивлением р заполняет пространство между двумя коаксиальными 
идеально проводящими тонкими цилиндрами. Радиусы цилиндров а и Ъ, 
причем а < Ъ, длина каждого цилиндра I. Пренебрегая краевыми эффектами, 
найти сопротивление среды между цилиндрами.
Представим рассматриваемую систему как конденсатор со слабой 
утечкой. Вследствие закона сохранения заряда плотность тока на расстоянии г 
от оси цилиндров (а < г < Ь):
где /-то к у теч к и .
Из закона Ома в дифференциальной форме (23.26) выразим 
напряженность поля
И подставим в это выражение формулу (23.32), для плотности тока получим
а  = 1/р (23.29)
7 = ст (Е  + Е стор), 
w = j ( E  + E CTOp).
(23.30)
(23.31)
j  = IHnrl (23.32)
Е  =7'р.
Далее используя формулу связи между напряженностью Е  и потенциалом ф 
электрического поля (19.9) и интегрируя это соотношение по г, найдем 
напряжение между цилиндрами:
ъ
U = |  Edr = /pln(Z> / а ) /  2п1. (23.33)
а
Поделив полученное выражение (23.33) для напряжения между 
цилиндроами U на /, найдем сопротивление
R = pln (Ь/ а )!  2 л/.
Задача 23.2. Два металлических шарика одинакового радиуса а находятся 
в однородной слабо проводящей среде с удельным сопротивлением р. Найти 
сопротивление среды между шариками при условии, что расстояние между 
ними значительно больше а.
При подключении шариков к источнику тока на них появятся 
разноименные заряды, по модулю равные q. Так как шарики находятся далеко 
друг от друга, то электрическое поле вблизи поверхности каждого шарика 
будет определяться только зарядом прилегающего шарика, кроме того 
потенциалы шаров:
<Pi = - г — > Ф2 =-Ф1>4ле 0а
а разность потенциалов между шариками
(У = Ф2 -  Ч>1 = —^— . (23.34)
2 пе0а
Запишем выражение для силы тока, стекающего с положительно 
заряженного шарика, используя формулу (23.3):
I  = jS  = j  • 4па2 (23.35)
Подставим в выражение (23.35) закон Ома в дифференциальной форме 
(23.26), запишем
РПодставим в (23.36) напряженность электрического поля шарика
Е  = ^
4ле0а 2 ■ получим
Поделив выражение для разности потенциалов U  (23.34) на полученное 
выражение для силы тока I  (23.37), найдем сопротивление R среды между 
шариками
Задача 23.3. Два проводника произвольной формы находятся в 
безграничной, однородной, слабо проводящей среде с удельным 
сопротивлением р и диэлектрической проницаемостью 8. Найти значение 
произведения RC  для данной системы, где R -  сопротивление среды между 
проводниками, С -  взаимная емкость проводников при наличии среды.
Аналогично предыдущей задачи при подключении проводников к 
источнику тока на них появятся разноименные заряды, по модулю равные q. 
При этом разность потенциалов выразим из (21.5):
С другой стороны из (23.6), U = IR. Приравняем эти выражения получим
RC = q/I.
Выразим заряд проводника, используя определение поверхностной 
плотности заряда (о -  заряд, приходящийся на единицу поверхности) 
интегрирование проводится по поверхности проводника:
R = р!2ка.
q = (а*/?. (23.38)
Ток /, стекающий с проводника выразим, используя формулу (23.3), 
закон Ома в дифференциальной форме (23.26) и теорему Гаусса для 
определения напряженности электрического поля (18.23), получим
Е  _  г Е
a s .
Р ееоР
(23.39)
Поделим выражения для заряда проводника q (23.38) на выражение для 
силы тока I  (23.39), получим искомое произведение RC  = ееор.
Задача 23.4. Цепь состоит из источника постоянной ЭДС 8 и 
последовательно подключенных к нему сопротивления R и конденсатора С. 
Внутреннее сопротивление источника пренебрежимо мало. В момент t = О 
емкость конденсатора быстро (скачком) уменьшили в г\ раз. Найти ток в цепи 
как функцию времени.
Рассмотрим электрическую цепь состоит из 
источника постоянной ЭДС 8 и последовательно 
подключенных к нему сопротивления R и конденсатора 
С (рис. 23.4) и воспользуемся законом Ома для 
неоднородного участка цепи (23.23) и запишем его для 
участка 1eR 2 :
R I -  -  ф2 -  8 = U -  8.
Учтем выражение (21.5) и запишем U =— , где С' = —, тогда
С  ц
С
R
Рис. 23.4
(23.40)R I = r\q / С -8 .
Продифференцируем выражением (23.40) по времени (в нашем случае 
заряд q уменьшается и dqldt = -Г), получим
d l р
я Я = - ± 1 ,
dt С I RC
dt.
Решая дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными, 
получим зависимость тока от времени
где /о определяется условием (23.40), и, подставляя в это выражение qo= еС -  
заряд конденсатора до изменения его емкости, получим
RIq = -  8.
0 С
Выразим /о:
_ Сп — 1)б
о -  R ' (23.42)
Подставим найденное выражение (23.42) для /о в зависимость силы тока от 
времени (23.40), окончательно получим
_W ( r i - l ) eI  = I Qe RC = ^  L) b e RC 
0 R
Задача 23.5. Обкладкам конденсатора емкости С сообщили разноименные 
заряды <7о- Затем обкладки замкнули через сопротивление R. Найти заряд, 
прошедший через сопротивление за время т и количество тепла, выделившееся 
в сопротивлении за то же время.
Воспользуемся законом Ома для участке цепи IR2 (рис. 23.5):
д /  = ф 1-ф 2 =С/.
Учитывая (21.5), запишем
R С
1
Рис. 23.5
q/C = IR. (23.43)
Поскольку ток течет за счет разрядки 
конденсатора, то I  = -dq/dt. Подставляя это выражение в 
формулу (23.43), получим дифференциальное уравнение:
Решая дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными с 
учетом начального условия, получим зависимость заряда на конденсаторе от 
времени
q = q0 ехр
RC
Далее определим заряд, прошедший через сопротивление за время т:
Я \= % ~ Ф )  = % 1 -ех р RC
W
Чтобы найти количество тепла, воспользуемся законом Джоуля-Ленца 
(23.13). Но сначала определим зависимость силы тока от времени, для этого 
продифференцируем выражение (23.43) по времени:
f t d l  _  1 d l _ dt
~dt~C  ’ У  _ Д С ‘
Решаем полученное дифференциальное уравнение с разделяющимися 
переменными:
I  = Ine  RC, (23.44)
где / 0 определяется условием (23.43) при q -  q0, то есть I 0 = •
Далее подставим выражение (23.44) в (23.13) и, интрегрируя его по 
времени, получим
Яо ТQ = \ l 2Rdt = —У -|ех р
I t
RCA \  RC,
dt
2 С
1-ехр
2т л \
RC
Задача 23.6. В схеме (см. рис. 23.6) известны 
ЭДС 8 и 8о источников, сопротивления R  и Rq, а также 
емкость С конденсатора. Внутренние сопротивления а 
источников пренебрежимо малы. Найти заряд на 
обкладке 1 конденсатора.
R
Во
Во
С
Ro
Запишем закон Ома для замкнутой цепи, содержащей сопротивления R и 
Ro, выбрав положительное направление по часовой стрелке.
( Д  +  Д о )/  =  Б - е 0,
С другой стороны, для неоднородного участка aRb цепи
^  = Фа - ф ь + £>
а для участка аСЪ:
е + ф2 -ф1 = фь - ф а.
Решив совместно уравнения (23.45), (23.46) и (23.47), получим
R  t  ^
Ф1- Ф 2 - ^  +  ^ ( £ - 8o)- (23 .48)
Для определения заряда на обкладке 1 подставим (23.48) в (21.5):
RC г ч
91= ^ (8" 8о)'
(23.45)
(23.46)
(23.47)
Задача 23.7. Два одинаковых элемента имеют ЭДС 81 = 82 = 2 В и 
внутренние сопротивления r\ = h  = 0,5 Ом. Найти токи 1\ и / 2, текущие через 
сопротивления R\ = 0,5 Ом и 1?2 = 1,5 Ом, а также ток I  через элемент с ЭДС. 
Схема изображена на рис. 23.7.
Рис. 23.7
Выберем направления токов на всех участках. Запишем первый закон 
Кирхгофа для 1-го узла:
h  + h = L
Выберем большой и малый контуры обхода. Для большого контура 
уравнение будет
Ir\ + I2r2 + hR i = 81 + б2.
Для малого контура -
In  + I 1R 1 = 81.
Получили три уравнения:
A + W ;
< 1 Г\ 1 2 Г 2  ^2 ^ 2  =  ^1  ^ 2  ’
A + I A  = si-
В эти уравнения входят три неизвестных величины: 1\, /2 и I. Решаем 
систему уравнений и находим
/i = 2,2 8 А ;  /2 = 0,56 А ; /  = Д + / 2 = 1,72 А.
I
24. Расчет магнитных полей
Любой проводник с током создает в окружающем пространстве 
магнитное поле, которое характеризуется вектором магнитной индукции В . Как 
ее найти? Это можно сделать двумя способами -  применяя закон Био-Савара- 
Лапласа (БСЛ) и принцип суперпозиции либо используя теорему о циркуляции 
вектора В .
Познакомимся с первым мето­
дом. Рассмотрим контур с током I  (рис.
24.1). Выделим в этом контуре 
бесконечно малый элемент dl. По закону 
БСЛ ток, протекающий по этому 
элементу, создает в точке наблюдения О 
бесконечно слабое поле с индукцией
Из этой формулы, кстати, следует, что вектор dB перпендикулярен 
плоскости, в которой лежат векторы dl и г , что является математическим 
подтверждением известного «правила буравчика».
При решении задач обычно используют эту формулу, записанную в 
скалярной форме,
\iQId l sin а
dB =
4тг г
(24.1)
Для вычисления магнитной индукции поля, созданного проводником в 
целом, надо просуммировать все эти вклады (принцип суперпозиции!), то есть 
взять интеграл.
Задача 24.1. Найти магнитную индукцию в точке на оси кругового витка 
радиуса R, отстоящей от его центра на расстояние х, если по нему течет ток I.
Разобьем виток на элементы d l  и рассмотрим элемент, 
перпендикулярный плоскости чертежа (рис. 24.2). Индукция магнитного поля 
d B , созданного этим элементом, будет лежать в плоскости чертежа, образуя 
угол а с осью х  (рис. 24.2). Этот вектор можно разложить на две составляющие
-  dBx и dB± . Поперечные составляющие
dB± для различных элементов dl будут 
компенсировать друг друга, тогда как 
составляющие dBx будут складываться. 
Вот они-то и дадут результирующую 
индукцию магнитного поля в точке х, 
которая будет направлена вдоль оси х. 
Найдем ее.
Для этого выполним следующие 
действия:
|a,0M sin 9 0
1. (IB  = ----------- ------
4nr
2.dB„ = dB  co sa .
3.5, = f dBx = f dl = ^ ^ a 2nR
J(L) J(L) 47U" 471Г 471Г
4. r  = л/i?2 + x 2 , co sa  =
p -  »«IR2поэтому a x -  . .3 • (24.2)
2 [ R 2 + x 2 )  2
5. Из этого общего результата следует важный частный случай -  магнитная 
индукция в центре кольцевого тока (х = 0):
(24-3)
Задача 24.2. Длинный прямой проводник имеет сечение в виде тонкого 
полукольца радиуса R (рис. 24.3). Найти индукцию магнитного поля на оси 
проводника, если по нему течет ток I.
Данный проводник можно представить в виде множества параллельных
бесконечно тонких проводников, 
один из которых изображен на 
рис. 24.3 (точнее его сечение -  оно 
заштриховано). Этому проводнику 
соответствует длина дуги dl и 
опирающийся на нее угол da. По 
этому проводнику протекает 
бесконечно малый ток dl, величину 
которого можно легко посчитать, 
если воспользоваться пропорцией
d I  1  a t  1  A1—  = — , т.е. ш  = —  dl.
dl кR nR
, I d a
А если учесть, что dl = R d a , то d l = ------.
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Этот ток создает в точке О бесконечно малое поле с индукцией dB. А 
выражение для нее мы знаем: магнитная индукция поля прямого тока 
определяется по формуле
ло Vod I VoI d a
d B = 2 ^ = b ? I -  <24'4>
Вектор dB (его направление определим по правилу буравчика) можно 
разложить на две составляющие: dBx и dBy (см. рис. 24.3). Возникает вопрос: 
как будет направлен результирующий вектор В ? Чтобы ответить на него, 
рассмотрим еще один бесконечно тонкий проводник, расположенный 
симметрично первому слева от оси OY  (на рисунке он выделен пунктиром). 
Вектор dB' для этого тока будет направлен симметрично вектору dB 
относительно оси ОХ, и если его тоже разложить на две составляющие, то 
становится понятно, что у-составляющие этих векторов будут компенсировать 
друг друга, а х-составляющие будут складываться. Итак, мы поняли, как 
направлен вектор В -  он направлен вдоль оси ОХ, и, для того чтобы его найти, 
нужно просуммировать dBx. Для этого выполним следующие действия:
|u0/ s i n c u /a
1. d B ^ = d B s in a  =
2п  R
,  Я _  Д _  Г i V sma^ a  Ип _ I V
2 В - В > - \  Ш d a ~ j R -  (24-5>
Второй способ расчета магнитных полей основан на применении 
теоремы о циркуляции вектора магнитной индукции В : циркуляция вектора В 
по любому замкнутому контуру равна алгебраической сумме токов, 
охватываемых этим контуром, умноженной на цо:
(j) Bdl -  n 0/ z (24.6)
L
Отметим ряд важных моментов.
Вклад в циркуляцию вектора В вносят только токи, которые охватываются 
контуром L (это мысленно выбранный контур!), то есть те токи, которые 
пронизывают поверхность, ограниченную этим контуром. Это не значит, что 
другие токи не создают поле в месте расположения этого контура. Они его 
создают, но его циркуляция по контуру будет равна нулю.
Теорему о циркуляции вектора В удобно применять для расчета полей 
только в тех случаях, когда магнитное поле однородно или обладает 
определенной симметрией (например, поле прямого тока -  осевая симметрия).
Практический совет: если поле обладает осевой симметрией, выбираем 
контур в виде окружности, плоскость которой перпендикулярна направлению 
тока, а центр находится на оси симметрии. Если поле однородно, выбираем 
прямоугольный контур, ориентированный так, чтобы вектор В был параллелен 
плоскости контура.
Задача 24.3. По прямому проводу круглого сечения радиуса R течет ток 
плотности j .  Найти индукцию магнитного поля этого тока как функцию 
расстояния г от оси проводника.
Мы имеем прямой ток и линии магнитной индукции -  окружности с 
центром на оси проводника. В качестве контура L выбираем окружность 
радиуса г, совпадающую с одной из линий магнитной индукции (рис. 24.4). На 
этом рисунке изображены два контура разного радиуса -  у верхнего г < R, а у 
нижнего r> R .
Рассмотрим первый случай, то есть найдем индукцию поля внутри 
проводника. Вначале вычислим циркуляцию вектора В по этому контуру (это 
левая часть формулы (24.6)). При этом учтем два обстоятельства:
• вектор В в каждой точке контура 
направлен по касательной к нему, то есть
сонаправлен с вектором d l  , поэтому в 
подынтегральном выражении можно
произвести замену Bdl на Bdl;
• модуль В  одинаков во всех точках
контура (осевая симметрия!) и его можно
вынести за знак интеграла.
В итоге имеем
<j) B dl = j)B d l = B(j) dl = B2nr. (24.7)
L L L
В правой части формулы (24.6) находится величина тока /2, 
охватываемого контуром, то есть тока, протекающего через заштрихованную
часть поперечного сечения проводника: = j n r 2 . Подставляя полученные
выражения в формулу (24.6), получаем
B  = ^ J r .  (24.8)
Займемся полем вне проводника. Теперь в качестве контура возьмем
окружность радиуса г > R (нижний контур на рисунке). Повторяя те же
рассуждения, получим тот же результат:
^>ВсВ = В2пг.
Иначе обстоят дела с правой частью выражения (24.6). Теперь контур 
охватывает все сечение проводника и поэтому ток не зависит от радиуса 
окружности (как в первом случае) и просто равен силе тока /, протекающего по 
проводнику: / Е =  j f tR  = 1 .  Приравнивая эти выражения (с учетом |И0), 
получим известную формулу для индукции магнитного поля вне проводника
Рис. 24.4
в  = j V
2 nr ’
(24.9)
Изобразим графически полученные 
зависимости (рис. 24.5).
Рис. 24.5
Задача 24.4. В параллельном пучке 
электронов плотность потока электронов не
одинакова и зависит от расстояния г от оси пучка. При этом индукция 
магнитного поля внутри пучка зависит от г по закону В  = Ьга . Найти 
плотность электронного тока как функцию г.
По сути эта задача близка рассмотренной выше, и для ее решения также 
применим теорему о циркуляции, взяв в качестве контура L окружность 
радиуса г:
ф B dl = |u0/ s , ф  Bdl = ф  Bdl = i?<|> dl = B 2nr  = 2nbra+l,
L L L L
и, таким образом, ток, протекающий в пределах пучка радиуса г,
/ г = — 6 r“+1.
Мо
Возьмем дифференциал от обеих 
частей этого уравнения:
2л
d ly = — b(a + l)radr, (24.11)
Но
где d l ^ -  это ток, протекающий через
поперечное сечение в виде кольца Рис. 24.6
радиуса г и шириной dr (рис. 24.6), и его можно выразить через плотность тока
j  по формуле
d l^ = j2 n r d r .
Отсюда легко получается ответ:
Задача 24.5. Внутри неограниченной пластины толщиной 2d параллельно 
ее поверхности протекает однородный ток плотности j .  Найти индукцию 
магнитного поля этого тока как функцию расстояния х  от средней плоскости 
пластины.
Рис. 24.7
Прежде всего надо разобраться с тем, что представляют собой линии 
магнитной индукции этого поля. Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим 
систему длинных тонких параллельных проводников с токами одного 
направления (рис. 24.7) и изобразим линии магнитной индукции. Как видно из 
рисунка, составляющие вектора В (а он направлен по касательной к силовой
В
+>
Рис. 24.8 
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линии в любой точке), перпендикулярные плоскости, в которой лежат эти 
проводники, компенсируют друг друга, тогда как составляющие, параллельные 
этой плоскости, будут складываться. Это важный результат -  мы поняли 
геометрию поля. Ну а дальше изобразим пластину, линии магнитной индукции 
и контур 1-2-3—4-1, по которому будем вычислять циркуляцию вектора В 
(рис. 24.8).
Запишем изначальное равенство
§ B d l  =\1()1Ъ (24.13)
L
и займемся его левой частью. На участках 1-2 и 3—4 векторы В и d l
сонаправлены, а на участках 3-4 и 4-1 они взаимно перпендикулярны (а это
значит, что B d l  =0). Поэтому
<^ >Bdl =25/. (24.14)
В
ll* -+I i
Г" —I—
J
X
4
Рис. 24.9
Ток в правой части формулы (24.13) -  это ток, охватываемый 
контуром 1-2-3—4-1, то есть ток, протекающий через заштрихованную 
площадку величиной 2x1 (рис. 24.8):
Нам осталось подставить эти выражения в формулу (24.13):
B  = \iQjx .  (24.16)
Мы получили закон, по которому меняется поле внутри пластины в 
зависимости от величины х. В центральной плоскости (х = 0) поле отсутствует 
и его индукция линейно увеличивается с ростом х.
Но это не все -  ведь поле существует и вне пластины. Чтобы найти его, 
изменим размеры контура 1-2-3-4-1: пусть х >d (рис. 24.9).
Вычисление левой части выражения (24.13) приводит к тому же
результату (см. (24.14)), но ток / £ в правой части в этом случае не зависит от
величины х -  это ток, протекающий через заштрихованную часть пластины,
I z = j l d l .
Поэтому вне пластины
B  = \iQjd .  (24.17)
Мы получили важный 
результат: поле вне пластины -
v
однородно.
Графически это показано на 
Рис. 24.10 рис. 24.10.
25. Сила Лоренца
Опыт показывает, что на любой заряд q, движущийся со скоростью v в 
магнитном поле с индукцией В , действует сила. Она называется силой Лоренца, 
и в векторном виде ее можно записать так:
F  = q \ v - B _|.  (25.1)
Однако при решении задач эту формулу обычно записывают в скалярном виде
F  = qvB  sin а , (25.2)
где а -  угол между векторами v и В , а 
направление силы определяют по правшу 
левой руки : четыре пальца -  по
направлению движения заряда, линии 
магнитной индукции входят в ладонь, 
отогнутый большой палец указывает 
направление силы Лоренца. Из этого 
правила, кстати, следует важный вывод: 
сила Лоренца всегда перпендикулярна 
направлению движения заряда, а значит,
она не совершает работы и, следовательно, не меняет кинетической энергии 
частицы, то есть модуля ее скорости. Сила Лоренца изменяет лишь 
направление вектора скорости, сообщая частице центростремительное 
ускорение.
Задача 25.1. Пучок нерелятивистских протонов проходит, не отклоняясь, 
через область, в которой созданы однородные поперечные, взаимно перпенди­
кулярные электрическое и магнитное поля (Е = 120 кВ/м и В = 50 мТл). Затем 
пучок попадает на заземленную мишень. Найти силу, с которой пучок 
действует на мишень, если ток в пучке 1= 0,80 мА.
Прежде всего отметим следующее: со стороны этих полей на заряд 
действуют силы -  электрическая сила и сила Лоренца. Протоны двигаются не 
отклоняясь -  значит, эти силы равны и противоположно направлены. Пусть
протон движется вправо, а электрическое поле Е  направлено вертикально 
вверх (рис. 25.1). Электрическая сила, действующая на протон, равна F3л = qE  
и направлена в ту же сторону. Значит, сила Лоренца должна быть направлена 
вниз. Применяя правило левой руки, видим, что вектор В должен быть 
направлен к нам (см. рис. 25.1). Приравняем эти силы:
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Рис. 25.1
Е
qvBsm 90 = q E , v = ~ .  (25.3)
В
Мы получили любопытный результат -  двигаться в этих скрещенных 
полях не отклоняясь, равномерно и прямолинейно, будут частицы, обладающие 
определенной скоростью (формула (25.3)), независимо от их заряда и массы. 
Получился интересный способ сепарации (разделения) заряженных частиц по 
скоростям: установим на пути пучка экран с малым отверстием в центре и 
получим на выходе пучок частиц с одинаковыми скоростями (частицы с 
другими скоростями попадут на экран). Так, кстати, и делают в некоторых 
масс-спектрометрах.
Но вернемся к задаче. Найдем силу F, действующую на мишень. По
Ар
второму закону Ньютона F  = — , где А р -  суммарный импульс, который
At
протоны передают мишени за время At. Он складывается из импульсов
отдельных протонов, и его можно записать в виде А р  = р  A N  , где р  = mv -
импульс одного протона, a AN -  число протонов, попавших на мишень за
время At. Таким образом,
Р  _ Ар _ p A N  _ m vAN _ тЕ A N  ^ 5  4)
At At A t В At
T _ A q  _ eAN
Займемся силой тока в пучке. По определению -* -  ~  -  , где
AN _ I
е -  заряд протона. Отсюда -  и мы получаем окончательный ответ:
F  = ШеВ = 20 МКН ' (25-5)
Задача 8.2. Протоны ускоряются в циклотроне так, что максимальный 
радиус кривизны их траектории гт = 50 см. Найти полное время процесса 
ускорения протона, если частота генератора циклотрона v =  10,0 МГц, и
амплитудное значение напряжения между дуантами в конце ускорения, если 
индукция магнитного поля в циклотроне В = 1,0 Тл.
Прежде чем мы будем решать эту задачу, вспомним принцип действия 
циклотрона -  устройства, предназначенного для ускорения тяжелых 
заряженных частиц (протонов, ионов). Циклотрон состоит из двух дуантов, 
помещенных в постоянное магнитное поле. В зазоре между дуантами создается 
переменное электрическое поле, частота которого совпадает с частотой 
обращения частиц в магнитном поле. Таким образом, магнитное поле 
формирует траекторию движения частицы (она похожа на спираль), а 
увеличение скорости частицы происходит при прохождении ею зазора (дважды 
за оборот). Энергию, которую получает при этом частица, легко посчитать -  
она равна той работе, которую совершают электрические силы: А  = eU m
(е -  заряд частицы).
Перейдем к решению задачи. Так как период обращения протонов Т  не
меняется (кстати, Т  = ), то полное время ускорения т можно представить в
виде т = T N , где N  -  число оборотов, совершенных протоном. За один оборот 
протон приобретает энергию A W  = 2eUmi а его максимальную энергию (в 
конце ускорения) легко найти по формуле
m v 2 m  ( 2 k v г  ) 2
W- = ~ ^  = У ш> ■ (25.6)
Далее получаем окончательный ответ:
ч2W  m v ( кг  )
x = TN  = T ^ -  = ------— = 4  мкс.
A W eU„ (25.7)
В заключение отметим важную вещь -  принципиальным условием 
процесса ускорения частиц в циклотроне является постоянство периода их 
обращения в магнитном поле. Найдем его. На частицу массы m с зарядом q, 
движущуюся в магнитном поле с индукцией В  перпендикулярно его силовым
линиям, действует сила Лоренца, которая сообщает ей центростремительное 
ускорение, поэтому по второму закону Ньютона
ту2 о • mv г  2пг 2пт ГОСОЛ = qvB sin90 , r = — , Т = -----= -------. (25.8)
г qB v qB
Из формулы (25.8) следует, что неизменность периода обращения 
выполняется в нерелятивистском диапазоне скоростей частиц пока их масса не 
зависит от скорости. Как только эта зависимость появляется, период обращения 
частицы начинает изменяться (он увеличивается) и возникает так называемая 
расстройка, которая разрушает процесс ускорения. По этой причине 
циклотроны позволяют разгонять протоны до энергий не более 25 МэВ. Как 
увеличить эту энергию? Существуют различные способы, один из которых 
заключается в синхронном изменении частоты переменного электрического 
поля в зазоре между дуантами. Такой усовершенствованный циклотрон 
называется фазотроном. Рассмотрим принцип его работы, решив следующую 
задачу.
Задача 25.3. Чтобы в циклотроне не возникала расстройка, вызванная 
изменением периода обращения частицы при возрастании ее энергии, медленно 
изменяют (модулируют) частоту ускоряющего поля. По какому закону надо
изменять эту частоту , если индукция магнитного поля постоянна и
равна В  и частица приобретает за один оборот энергию A W7 Заряд частицы q, 
масса т.
Итак, мы хотим разогнать частицу до релятивистских скоростей. При 
этом ее период обращения (см. выражение (25.8)) начинает зависеть от 
скорости частицы по закону
2пт
Г = ------' (25.9)
V с
Кинетическая энергия релятивистской частицы определяется формулой
2 / 2 
W* WC У
Посчитаем скорость изменения кинетической энергии, то есть возьмем ее 
производную по времени
dWj,
dt
mv dv
l - v
\3 2 dt ' (25.11)
С другой стороны, скорость изменения кинетической энергии частицы 
можно определить как отношение
Л .г _ ^ ' q ‘4  r v
Т 2 Tim
Приравняем правые части этих выражений:
(25.12)
A ^ | l - vV 2j ' mv dv
2nm
преобразуем их и проинтегрируем полученное равенство
2 dt
\AW qB  , I f  dv2
2 nm 2 J
К Я
Отсюда 1 - r
nm
1
1
(25.13)
i + ™ g t '
nm с
получаем окончательное выражение
2 7i qB 
со = —  = —  
Т m
l - v
qB
L A WqB
m\ 1 +  Т г гV nm с
(25.14)
которое можно записать в более компактной форме, если ввести обозначения
qB  A W qB  СОп
а  = 2 2 ’  
n m  с
В заключение отметим, что частицы в фазотроне ускоряются до энергий 
порядка 1 ГэВ (на два порядка больше, чем в циклотроне!) и ограничения 
определяются в основном размерами фазотрона, так как с увеличением 
скорости частиц растет радиус их орбиты.
Мы уже отмечали, что циклотрон применяют для ускорения тяжелых 
заряженных частиц -  протонов и ионов. Использовать циклотрон для ускорения 
легких частиц (например, электронов) не эффективно -  у них малая масса, они 
быстро разгоняются до больших скоростей, возникают релятивистские 
эффекты и появляется расстройка, о которой мы уже говорили выше. Для их 
ускорения применяют другие устройства. Рассмотрим работу одного из них.
Задача 25.4. Так как период обращения электронов в однородном 
магнитном поле с ростом энергии резко увеличивается, циклотрон оказывается 
непригодным для их ускорения. Этот недостаток устраняется в микротроне 
(рис. 25.2), где изменение периода обращения электрона АТ  делают кратным
Рассмотрим изменение периода обращения электрона, которое возникло 
при прохождении им «-го и «~1-го оборотов. Для этого вспомним формулу
где ии и u„_i -  скорости электрона при прохождении им «-го и «-1-го оборотов.
Рис. 25.2
периоду ускоряющего поля То- Сколько раз 
электрону необходимо пройти через ускоряющий 
промежуток микротрона, чтобы приобрести 
энергию W = 4,6 МэВ, если АТ = Г0, индукция 
магнитного поля В = 107 мТл и частота 
ускоряющего поля v = 3000 МГц?
(25.9):
/
А Т  = Тп - Т
2nm  1 1
(25.16)
А теперь обратимся к формуле (25.10) и преобразуем ее к виду
1 W + 1.
1 - » тс
Подставим это выражение в формулу (25.16) и получим
2п 2 л
qBc
где Wn и Wn. 1 -  кинетические 
энергии электрона при прохожде­
нии им w-ro и w-1-го оборотов, 
AW = W n -W n.\. Далее зачтем, что А77 
= 7о =l/v , и найдем число оборотов 
N  по понятной формуле
A T  = ^ 1 (Wn - W n_l) = ^ j A W , AW = ^ A T ,  (25.17)
qBc 2п
€) В
<">
О
К .
I
-►
N  =
W  2 n v W
-----------------
Рис. 25.3
= 9 (25.18)
A W  qB c2
В конце XIX в. Холл открыл интересный эффект, получивший его имя. 
Если проводник (обычно плоский) поместить в поперечное магнитное поле и 
пропустить по нему ток, то на поверхностях проводника появляется разность 
потенциалов (напряжение Холла С/я). Причина этого явления -  сила Лоренца, 
действующая на движущиеся электрические заряды. Рассмотрим этот эффект 
более подробно.
Пусть по плоскому проводнику толщиной Ъ, помещенному в поперечное 
магнитное поле с индукцией В, протекает ток плотности j  (см. рис. 25.3). 
Носителями тока в проводнике являются электроны и их направление 
движения противоположно направлению протекания тока (<и> -  средняя 
скорость упорядоченного движения электронов). На электроны действует сила 
Лоренца, под действием которой они смещаются к верхней поверхности 
проводника. На нижней поверхности остаются некомпенсированные 
положительные заряды, и в проводнике возникает поперечное электрическое 
поле, со стороны которого на электроны начинает действовать электрическая
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сила. Она направлена противоположно силе Лоренца, а ее величина 
определяется по формуле
Fx l = e E 1 . (25 .19)
Перераспределение зарядов заканчивается, когда эти силы становятся 
равными между собой:
F  =  F
Э Л  Л !
е Е ± =  е ( и ) В , (25 .20)
F ,  =  U- f .  (25 .21)
Воспользуемся формулой, связывающей плотность тока j  и <и> :
j  =  e n ( u } ,  (25 .22)
где п -  концентрация электронов в проводнике, и получим формулу для 
напряжения Холла:
U H =  R b j B , (25 .23)
где R = у  — постоянная Холла. Эта константа имеет большое значение в
/ е п
физике металлов и полупроводников и вот почему. По ее знаку мы можем 
определить, например тип основных носителей в полупроводнике (если она 
отрицательна -  основными носителями являются электроны, а если 
положительна -  то дырки). Но это, пожалуй, не самое главное. Определив ее в 
эксперименте, мы можем вычислить очень важную физическую величину -  
концентрацию носителей тока п в веществе (допустим, в новом сплаве), 
необходимую для изучения его физических свойств. Поэтому эффект Холла 
широко применяется в современной физике для изучения энергетического 
спектра носителей тока в металлах и проводниках. Этот эффект лежит в основе 
многих приборов и устройств, например датчиков Холла, применяемых для 
измерения магнитной индукции.
Задача 25.5. Найти подвижность электронов проводимости в медном 
проводнике, если при измерении эффекта Холла в магнитном поле с индукцией 
В = 100 мТл напряженность поперечного электрического поля у данного
о
проводника оказалась в г| = 3,1-10 раз меньше напряженности продольного 
электрического поля.
Прежде всего узнаем, что называется подвижностью зарядов в 
проводнике. По закону Ома (в дифференциальной форме) плотность тока 
пропорциональна напряженности продольного электрического поля Е  в 
проводнике (оно создается источником тока). С другой стороны -  плотность 
тока пропорциональна средней скорости упорядоченного движения зарядов в
проводнике (формула (25.22)). Это означает, что <и>~Е. Это соотношение
можно записать в виде равенства, введя соответствующий коэффициент 
пропорциональности, который мы обозначим ц:
{и) = \хЕ. (25.24)
Вот этот коэффициент и называется подвижностью зарядов в 
проводнике. Он имеет размерность м /(В-с) и его, конечно, не надо путать со 
скоростью.
Поперечное электрическое поле появилось в результате эффекта Холла и 
его напряженность можно выразить из формулы (25.20). Учитывая, что
Ц/ jp = r j , получаем ответ:
|Д = —  = ^ L  = J -  = 3,2-10“3mV  ч. (25.25)
Е  B E  ц В  / ( В с )
Задача 25.6. Металлическая пластина движется со скоростью и = 90 см/с 
в однородном магнитном поле с индукцией В = 50 мТл (рис. 25.4). Найти 
поверхностную плотность электрических зарядов, возникающих на пластине 
вследствие ее движения.
ф £j
/  I Л  Ситуация очень напоминает предыдущую
■  задачу: заряды движутся вместе с проводником,
и на них действует сила Лоренца, происходит 
перераспределение зарядов -  они накапливаются
-------------------- г  на поверхностях пластины и возникает
Рис. 25.4 поперечное электрическое поле. Перераспре­
деление заканчивается, когда электрическая сила 
становится равной силе Лоренца.
Далее все просто: Д,л =  Fn , еЕ  =  e v B ,
г  агде Ь = — -  напряженность поля между пластинами заряженного
ео
конденсатора; о -  поверхностная плотность зарядов; ео -  электрическая 
постоянная. Окончательно получаем
а  =  e 0v B  =  0 , 4 0  п К л /м 2 . (25 .26)
26. Сила Ампера
Опыт показывает, что на проводник с током в магнитном поле действует 
сила, которая получила название силы Ампера. Если проводник прямой, а поле 
однородно, все просто: направление силы определяется по правилу левой руки, 
а величина силы по формуле
FA = I B l s m a ,  (26.1)
где I  -  сила тока в проводнике; В -  индукция магнитного роля; I -  длина 
проводника; а -  угол между направлением тока и вектора В .
Задача 26.1. По двум длинным тонким 
параллельным проводникам (рис. 26.1) текут токи 1\ и 
h  . Расстояние между ними а, ширина правого 
проводника Ъ. Имея в виду, что оба проводника лежат в h
одной плоскости, найти силу магнитного
взаимодействия между ними в расчете на единицу их 
длины.
Прежде всего подумаем, как описать такое
Рис. 26.1
взаимодействие. Обычно поступают так. Будем
считать, что один из проводников создает в окружающем пространстве 
магнитное поле, в котором находится второй проводник, и на него действует 
сила Ампера.
В нашем случае удобно считать, что поле создается первым 
проводником -  просто потому, что мы знаем формулу для магнитной индукции 
такого поля:
где г -  расстояние от проводника до данной точки.
Мы не можем сразу применить формулу (26.1), потому что различные 
участки второго проводника находятся на разном расстоянии от первого и 
магнитная индукция В\ для них будет различна. Как быть? Разобьем второй 
проводник на бесконечно узкие полоски шириной dr (рис. 26.2) и рассмотрим 
одну из них, находящуюся на расстоянии г от первого проводника. Эта полоска 
находится в поле, индукция которого определяется формулой (26.2), и по ней 
протекает бесконечно слабый ток dh, величину которого легко определить из 
соображений пропорциональности:
(26.2)
d l2 = — dr  
2 b
гВот для этой полоски мы можем 
применить формулу (26.1), заменив в 
ней Fa на dF  (на бесконечно узкую 
полоску с бесконечно малым током 
действует бесконечно слабая сила!) и I  
на dh:
d F  =  d I 2B i / s m 9 0 °  = ^ F d r .  (26.4) 
2 n b r
По правилу буравчика вектор В1
во всех точках направлен перпенди­
кулярно плоскости чертежа от нас,
поэтому направление сил dF  для всех полосок совпадает -  по правилу левой
руки они направлены влево -  в сторону первого проводника. Это значит, что и
результирующая сила направлена в ту же сторону и найти ее можно легко, 
проинтегрировав выражение (26.4):
Рис. 26.2
ca+b\iQI xI 2 \ i J J 2 1 a  +  b
F =  I \ 1 d r  =   . (26.5)
•’я 2 n b r  2 n b  а
I
г \ а
d r
/
Задача 26.2. Квадратная рамка (рис. 26.3) с током 1= 0,90 А расположена
в одной плоскости с длинным 
прямым проводником, по которому 
течет ток /о = 5,0 А. Сторона рамки 
а = 8,0 см. Рамка имеет ось 
вращения, параллельную проводу и 
отстоящую от него на расстояние ра 
(г) = 1,5). Найти работу, которую 
необходимо совершить, чтобы 
повернуть рамку вокруг этой оси на 
180°.
а
Для решения этой задачи нам пригодится известная формула для работы, 
которую совершают силы магнитного поля при повороте рамки с током 
А = /АФ = /(Ф 2 - O j ) ,  где АФ -  изменение магнитного потока через рамку 
при ее повороте. Но в нашем случае работу по повороту рамки мы совершаем 
против этих сил. Поэтому и знак работы будет иной:
Л = / ( Ф , - Ф 2). (26.6)
Рамка находится в магнитном поле, созданном длинным прямым
проводником. Линии магнитной индукции этого поля перпендикулярны
плоскости, в которой лежит рамка. Магнитный поток через нее вычисляется по 
формуле
Ф] = |  BdS  = |  BdS  cos 0° = |  BdS  (26.7)
s  s  s
Магнитная индукция поля прямого тока нам известна (формула (26.2)):
В  = ЦоЛ) (26.8)2 п г  ’
а площадь рамки мы разобьем на тонкие полоски толщиной dr (рис. 26.3), и 
поэтому dS -  adr . Тогда
( 2 6 9 )
3 2 к г 2 л: г| — Т
"1'1 " ■  2 
При повороте рамки направление нормали изменяется на 
противоположное, поэтому Ф 2 —— Ф ), и мы получаем окончательный 
результат:
Задача 26.3. Укрепленную на конце коромысла весов небольшую 
катушку К с числом витков N  = 200 поместили в зазор между полюсами 
магнита (рис. 26.4). Площадь сечения катушки S = 1,0 см , длина плеча ОА
коромысла 1 = 30 см. В отсутствие тока через 
катушку весы уравновешены. После того как 
через катушку пустили ток I  = 22 мА, для 
восстановления равновесия пришлось 
изменить груз на чаше весов на Ат = 60 мг. 
Найти индукцию магнитного поля в месте 
нахождения катушки.
Любой виток с током обладает магнитным моментом. Для плоского витка 
этот магнитный момент
P(26.11)
где I  -  сила тока в контуре; S  -  его площадь; И -  единичный вектор нормали к 
плоскости контура. На контур с током, помещенный в магнитное поле, 
начинает действовать момент сил:
М  = р тВ  sin а , (26.12)
где а -  угол между векторами р т и В  . Этот момент сил стремится повернуть 
контур так, чтобы его магнитный момент оказался сонаправленным с 
вектором В  .
Перейдем к решению задачи. В отсутствие магнитного поля весы 
уравновешены -  момент силы тяжести катушки относительно точки О равен 
моменту силы тяжести грузов на чашке весов. При включении магнитного поля 
появляется дополнительный момент сил (26.12), для компенсации которого 
увеличивают массу грузов на чашке весов. Запишем очевидное равенство:
N p mB  s in  9 0 °  =  A m g l , N IS B  -  A m g l
и получим ответ:
Задача 26.4. Небольшая катушка с током, имеющая магнитный момент 
р т , находится на оси кругового витка радиуса R, по которому течет ток I. 
Найти модуль силы, действующий на катушку, если ее расстояние от центра 
витка равно х, а вектор р т совпадает по направлению с осью витка.
В разделе 24 мы рассмотрели поле, созданное кольцевым током на его 
оси (см. задачу 24.1). Мы увидели, что индукция этого поля направлена вдоль 
оси (ось х на рис. 26.5) и зависит от х по закону
Это неоднородное поле и поэтому на магнитный момент будет 
действовать сила
где а -  угол между векторами рт и В (в нашем случае он равен нулю).
Подставляя выражение (26.14) в эту формулу и проводя 
дифференцирование, получим ответ:
ц 0 IR 2
(26.14)
Fx = р т — cos ах ±т 7ах
dB
(26.15)
t
Кстати, в условии не зря говорится о модуле 
силы: ее проекция на ось х будет отрицательна. Это 
говорит о том, что катушка будет втягиваться в 
область более сильного поля (то есть к центру 
витка), что и следует из формулы (26.15).
F = F  = (26.16)
Все вещества являются магнетиками, то есть обладают магнитными 
свойствами, самым важным из которых является их способность 
намагничиваться -  приобретать магнитный момент под действием магнитного 
поля. Для объяснения этого явления (механизм которого на самом деле весьма 
непростой) мы воспользуемся гипотезой Ампера. Согласно этой гипотезе 
внутри атомов и молекул вещества циркулируют микроскопические кольцевые 
токи, которые создают свои микроскопические магнитные моменты. Магнитное 
поле оказывает на эти моменты ориентирующее действие, и в веществе 
возникает результирующий макроскопический магнитный момент. Для его 
описания вводят физическую величину -  намагниченность J , которая равна 
магнитному моменту в единице объема вещества. Таким образом, 
намагниченность обусловлена микроскопическими магнитными моментами, 
которые в свою очередь создаются кольцевыми микротоками. Если усреднить 
эти микротоки по объему вещества, то можно говорить о макроскопических 
токах намагничивания 1м , создающих намагниченность вещества. Токи 
намагничивания не есть токи проводимости, они не связаны с переносом 
заряда. Токи намагничивания -  это причина возникновения намагниченности 
вещества с классической точки зрения. Эти токи разделяют на объемные (1м)об 
и поверхностные (1м)пов- Познакомимся с ними подробнее, решив задачу.
Задача 27.1. Постоянный ток I  течет вдоль длинного цилиндрического 
провода круглого сечения. Провод сделан из парамагнетика с магнитной 
восприимчивостью %. Найти поверхностный и объемный токи намагничивания.
Вначале разберемся с условием задачи. Ток, протекающий по 
проводнику, создает магнитное поле. Эту задачу мы уже решали -  это 
задача 24.3. Линии магнитной индукции образуют окружности, центры которых 
лежат на оси проводника (см. рис. 24.4), и, следовательно, на поверхности
проводника вектор В направлен по касательной к ней. То же самое можно 
сказать и по отношению к напряженности магнитного поля Н  (Н=В1щло), и 
относительно намагниченности вещества j  Итак, мы выяснили, что на
поверхности проводника намагниченность J  направлена по касательной к ней 
(рис. 27.1). Дальше все просто: линейная плотность iM поверхностного тока 
определяется по формуле
4  = [ / ' « ] ,  (27.1)
где п -  единичный вектор нормали к поверхности. Напомним, что линейная 
плотность тока равна току, протекающему по поверхности через отрезок 
единичной длины, расположенный перпендикулярно линиям тока. Из этой 
формулы и рис. 27.1 видно, что этот вектор 
направлен вниз. Это значит, что поверхностный 
ток намагничивания течет по поверхности 
проводника в сторону, противоположную 
направлению тока проводимости, и его можно 
посчитать по формуле
i j -м )пов = — J2H R  j (27.2)
где R -  радиус сечения проводника (он нам не дан в 
условии, но мы его используем).
Осталось ответить на вопрос -  чему равна намагниченность J. Для этого 
воспользуемся результатами задачи 24.3 и в формуле (24.9) возьмем г = R, а 
также учтем, что наш проводник -  парамагнетик с проницаемостью р (р = 1+%):
W V
J
Рис. 27.1
в =
2nR ’
т и  В 1J  -  = %---------= х
ЦЦо
и с учетом выражения (27.2) получаем
(7Л  »  = -зся >
2лЯ (27.3)
(27.4)
(знак минус мы поставили, чтобы подчеркнуть, что поверхностный ток 
намагничивания направлен противоположно току проводимости).
На второй вопрос задачи ответ готов: так как суммарный ток 
намагничивания через любую поверхность, рассекающую образец, равен нулю:
=  { J m  )об +  )пов ■ (2 7 -5)
™ (/ м ) о6= - ( / м )пов= Х Я . (27.6)
Объемный ток намагничивания сонаправлен с током проводимости. 
Между прочим, объемный ток можно было бы и посчитать, если 
использовать формулу для плотности объемного тока
7m = [ v J ] .  (27.7)
Тогда (7м  )o 6 = J  J « d S  = J [ V  • j  ■
S -  это площадь поперечного сечения проводника (она заштрихована на 
рис. 27.1). Осталось применить теорему Стокса:
= j> M  = J 2 kR = xH   ^ (27.8)
L
L -  это контур, который образуется в результате пересечения поверхности S  и 
боковой поверхности проводника.
а
Задача 27.2. Парамагнитный шарик объема V= 41 мм подвешен на нити 
и находится в поле электромагнита (см. рис. 27.2), индукция которого зависит
от расстояния х  от полюса магнита по закону В = В0 ехр(-ах2) , где В0 = 1,50 Тл, 
а = 100 м" . На какой высоте хт надо поместить шарик, чтобы сила притяжения 
была максимальной? Найти магнитную восприимчивость парамагнетика, если 
максимальная сила притяжения Fm= 160 мкН.
Прежде всего вспомним, что намагниченность парамагнетика направлена 
по полю и в случае неоднородного поля она будет втягиваться в область более 
сильного поля под действием силы
dB
F  = р
т dx  ’
где р т -  магнитный момент шарика. Найдем его:
P , = J V  =  %HV =  x — V = x  7- Д —
№  (1 + Х)Мо
(27.9)
1 B V
Мо
(Последнее выражение записано с учетом того, что 
восприимчивость парамагнетика много меньше единицы). 
Подставим это выражение в формулу (27.9) и получим
XVB dB _  2xV aB l
(27.10)
F  = x ex p (-2 ax  ) (27.11) M
Рис. 27.2
p 0 dx p 0
Знак минус в этом выражении указывает на то, что 
направление силы противоположно направлению оси х  -  шарик притягивается 
к полюсу магнита.
Для того чтобы найти хт , необходимо исследовать это выражение на
dF  /экстремум -  то есть взять производную и приравнять ее к нулю:
d F  x V a B 70
dx М'о
(ex p (-2 ax 2) -  4 ах2 ехр ( -2  ах2 =
_ _ %УаВ0 ехр / _ 2 а х 2\ ( \ - А а х 2\  =  0', 
Мо
1 -  4 ах„ =  0
1
х т = —
2 4 а  '
(27.12)
Нам осталось найти магнитную восприимчивость:
M o^exp(2ax2) _ Moi7
Х = 2 VaB0xm VBl \ а
= 3 .610 -А (27.13)
Она гораздо меньше единицы, чем мы, кстати, и воспользовались при 
выводе формулы (27.10).
Задача 27.3. Шарик объема V из парамагнетика с магнитной 
проницаемостью % переместили вдоль оси катушки с током из точки, где 
индукция магнитного поля равна В, в область, где магнитное поле практически 
отсутствует. Какую при этом совершили работу против магнитных сил?
Направим ось х  вдоль оси катушки. Тогда элементарную работу dA, 
совершенную внешними силами против магнитных сил, можно записать в виде
d A  =  - F d x  =  - р т ^ d x  =  - p md B  (27>щ
y V
Формулу для р т мы уже получили (см. (27.10)), поэтому dA = B d B .
Ио
При перемещении шарика магнитная индукция меняется от В  до нуля -  
это дает нам пределы интегрирования при вычислении работы:
A = - \  —  B d B = XVB , (27.15)
в  2ц0
Задача 27.4. На железном сердечнике в виде тора со средним радиусом 
R = 250 мм имеется обмотка с общим числом витков N  = 1000. В сердечнике
сделана поперечная прорезь шириной Ъ = 1,00 мм 
(рис. 27.3). При токе в обмотке I  = 0,85 А 
индукция магнитного поля в зазоре Во = 0,75 Тл. 
Найти магнитную проницаемость железа в этих 
условиях.
Рис. 27.3
В этой задаче идет речь об электромагните -  устройстве, позволяющем 
получать весьма сильные магнитные поля. Обратим внимание на вопрос этой 
задачи. Слова «в этих условиях» говорят о том, что магнитная проницаемость 
железа не есть константа. И это действительно так: железо -  ферромагнетик и 
его магнитная восприимчивость (и, следовательно, проницаемость) сложным
образом зависит от напряженности магнитного поля (вспомним хотя бы о 
гистерезисе).
Сама задача достаточно проста -  для начала нам пригодится теорема о 
циркуляции напряженности магнитного поля:
j>Hdl = N 1, (27.16)
L
где в качестве контура L мы возьмем окружность радиуса R (см. рис. 27.3).
Преобразуем левую часть этого равенства:
= J H df + j H 0d l= H ( L - b )  + H 0b = — (2 n R -b )+ 1^ b '  (27.17)
L L -b  b  P P o  P o
Поясним сделанное. Н и  В -  напряженность и индукция магнитного поля 
в железе. Они связаны соотношением В = рроН, где р -  магнитная 
восприимчивость железа. Щ  и Во -  напряженность и индукция магнитного поля 
в зазоре, то есть в воздухе (для воздуха р = 1), поэтому В0 = роНо.
Обратим внимание, что векторы В  и Во направлены по касательной к 
окружности (к контуру L), то есть по нормали к границе раздела воздух-железо. 
Из условий, связывающих компоненты векторов магнитной индукции на 
границе раздела двух магнетиков, следует, что В = Во, поэтому
<Ьн<й = —
I  1*0
2 n R - b  У
 + ь
Вп (  2nR  ,Л 
 + Ь
Но У
Вернемся к уравнению (27.16) и найдем р:
V М
B0f2 n R  Л
Но
+ Ъ = N1.
2,kRB iо _
р  0N I - b B 0
= 3,7-10 . (27.18)
Задача 27.5. Тонкое железное кольцо со средним диаметром d  = 50  см 
имеет обмотку из N =  800 витков с током 7= 3 ,0  А. В кольце имеется 
поперечная прорезь шириной b = 2,0 мм. Найти с помощью графика (рис. 27.4) 
магнитную проницаемость железа в этих условиях.
Вновь воспользуемся теоремой о циркуляции напряженности магнитного 
поля (27.16) и преобразуем левую часть этого выражения с учетом замечаний, 
сделанных при решении предыдущей задачи:
<f)Hdl = J HdT + j H 0dT = H ( L - b )  + H 0b =
L L -b  b
n n n (27.19)
= H in d  - b )  +— b « H n d  +— b = Hnd-\ b.
Ho
Подставим это выражение в равенство (27.16): H nd  н b = N I  и найдем
Но
магнитную индукцию:
| 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 Я , кА/м
Рис. 27.4
Эту зависимость можно изобразить графически (пунктир на рис. 27.4).
Пересечение этой прямой с кривой намагничивания железа позволяет
а
определить искомые значения: Н  ~ 0,26 кА/м, В  ~ 1,25 Тл, р= В/цоН ~ 4-10 .
Задача 27.6. На постоянный магнит в форме цилиндра длиной I = 15 см 
намотали равномерно 7V" = 300 витков тонкого провода. При пропускании через 
него тока I  = 3,0 А поле вне магнита исчезло. Найти коэрцитивную силу 
материала магнита.
Чтобы решить эту простую задачу, надо вспомнить, что такое 
коэрцитивная сила Нс. Это значение напряженности магнитного поля, при 
котором намагниченность ферромагнетика обращается в нуль. В нашем случае
N1
поле создается соленоидом, поэтому Н с = п !  = —  = 6 кА/м
Явление электромагнитной индукции заключается в том, что при всяком 
изменении магнитного потока Ф, пронизывающего замкнутый проводящий 
контур L, в контуре возникает ЭДС индукции ег и начинает протекать 
индукционный ток. ЭДС индукции равна со знаком минус скорости изменения 
магнитного потока и ее можно записать в виде формулы
/
28. Электромагнитная индукция
ёФ
где интеграл берется по поверхности S, 
ограниченной данным контуром 
(рис. 28.1). Напомним, что В -  это
Магнитный поток в общем случае 
определяется выражением
s
вектор магнитной индукции, dS -  вектор элементарной площадки dS, 
направленный по нормали к ней, а угол а -  угол между этими векторами.
Изменение магнитного потока можно реализовать разными способами: 
изменяя величину индукции магнитного поля, площадь контура либо 
ориентацию контура в магнитном поле.
Задача 28.1. Магнитный поток через неподвижный контур с 
сопротивлением R изменяется в течение времени т по закону Ф = at{т -  t). 
Найти количество тепла, выделенное в контуре за это время.
=  [at (т - 1)) = -а х  + 2at = а ( - т  + 21) % (28.3)
Найдем ЭДС индукции, возникающую в контуре:
_  dO  _  d  
dt dt
Видим, что ЭДС (и, следовательно, индукционный ток) зависит от 
времени, поэтому запишем закон Джоуля-Ленца для малого интервала 
времени dt:
f V  z 1 
dQ = I 2R d t=  R dt = ^ - d t  = - a 2 ( - x  + 2 t f d t
R  R
(28.4)
и найдем количество тепла, выделившееся в контуре, взяв интеграл
(28.5)
R
I dx
Задача 28.2. Проводник массой т скользит без трения по двум
горизонтальным проводящим рельсам, 
расположенным на расстоянии I друг от 
друга (рис. 28.2). На левом конце рельсы 
замкнуты сопротивлением R. Система 
находится в вертикальном однородном 
магнитном поле с индукцией В.
I
FA i s .
Ш
В момент t = 0 стержню сообщили начальную скорость г>о. Найти:
а) расстояние, пройденное стержнем до остановки;
б) количество тепла, выделенное при этом на сопротивлении R.
В этой задаче изменение магнитного потока вызвано изменением 
площади контура при движении стержня. Пусть за время dt стержень сместился 
на расстояние dx = vdt , при этом площадь контура увеличилась на величину 
dS = Idx = Ivdt, и изменение магнитного потока, пронизывающего контур, 
составило d<& = BdS = Blvdt . Теперь мы можем легко найти ЭДС индукции и 
индукционный ток, протекающий в контуре:
т £. 1 d O  B lv
/  = - 7  = - ——  = — — (28.6)
R  R  d t  R
Разберемся с направлением этого тока и для этого вспомним правило 
Ленца: индукционный ток всегда направлен так, чтобы препятствовать 
причине, его вызывающей. В нашем случае внешнее поле направлено за 
плоскость чертежа. При движении стержня величина магнитного потока 
увеличивается, и возникающий индукционный ток должен этому 
препятствовать. Следовательно, этот ток должен создавать свое поле, которое в 
пределах площади контура должно быть направлено противоположно 
внешнему полю, то есть к нам. Это значит, что индукционный ток в контуре 
протекает против часовой стрелки (вспомните правило правой руки!).
Мы не зря разбирались с направлением индукционного тока -  ведь в 
результате его протекания на стержень начинает действовать сила Ампера, 
направление которой мы можем определить по правилу левой руки. И мы 
видим (см. рис. 28.2), что эта сила направлена противоположно направлению 
движения стержня -  она тормозит его. Применим второй закон Ньютона:
d v  d v  . пг.0 d v  B 2l 2v  d v  B 2l 2d t
m —  = F a m —  = 7 3 /sin 90 , m —  = ------------ , —  = --------------.
d t  d t  d t  R  v  m R
Проинтегрируем полученное выражение и получим зависимость скорости 
стержня от времени:
v d v  
vJ t - J
' В  I v— dt In —  =
m R  ’
B 2l 2t
о ..... vo
Видим, что скорость убывает со временем и стремится к нулю при 
t —> оо. Дальше проведем несложные вычисления:
d s
m R
, v  =  v 0 е х р
B 2l
V m R
(28.7)
У
v =
d t
00
=  J v 0 e x p
B 2l 2t^
V m R
d t  =
d s  =  v d t  
v nm R В 2121 Л
J B 2l 2
e x p
v m R у
00
0
(28.8)
B 2l 2
Ответ на второй вопрос предельно прост -  начальная кинетическая 
энергия стержня перешла в тепло
Q =
mv.о (28.9)
Для тех, кто сомневается в этом результате, рассмотрим прямой расчет на 
основе закона Джоуля-Ленца. Подставляя формулу для скорости (28.7) в 
выражение (28.6), получим
Blvn
1 =
f  B 2l 2t Л
R
е х р
m R у
а дальше -  смотрим решение задачи 28.1:
d Q  =  I 2 R d t ,
оо
Q  =  J I 2R d t  = ---------   J e x p
R
B 2l 2v l  7  f  1 В 212Л  d t  _ m v l
m R
Задача 28.3. Между полюсами электромагнита находится небольшая 
катушка, ось которой совпадает с направлением магнитного поля. Площадь 
поперечного сечения катушки 5'= 3,0 мм , число витков N = 60.  При повороте 
катушки вокруг его диаметра через подключенный к ней баллистический 
гальванометр протекает заряд q = 4,5 мкКл. Найти модуль индукции
магнитного поля между полюсами, если сопротивление цепи R = 40 Ом.
В этой задаче изменение магнитного потока обусловлено поворотом 
катушки на 180°. Запишем формулу для индукционного тока (28.6):
Т - Ег -  1 Т -3 — —  — — 17 — и учтем, что 3 — ——.
R  R d t  dt
Приравняв правые части этих равенств, получим dq = ——<7Ф и
R
проинтегрируем это выражение:
Ф, - Ф 2
(28.10)
Разберемся с пределами интегрирования. Ось катушки совпадает с 
направлением магнитного поля, поэтому Ф\= BScosO°N = BSN. При повороте 
катушки изменился только угол -  он стал равен 180°. И теперь
Ф2 = BScos\S0°N = -BSN. Окончательно получаем
2Ф, 2B S N  _ qR  л _ _
q =  L = --------- , В  = ——  = 0,5 Т л . (28.11)
R R  2 S N  У }
А причем здесь баллистический гальванометр? Баллистический 
гальванометр очень полезный прибор. Он позволяет измерять заряд, 
прошедший через него при кратковременном импульсе тока в цепи. Потому его 
и использовали в этом методе.
Явление самоиндукции. Рассмотрим контур, по которому протекает 
ток I. Он создает в окружающем пространстве магнитное поле, которое в свою 
очередь создает магнитный поток через поверхность, ограниченную этим
контуром. Этот поток называется потоком самоиндукции. По закону Био- 
Савара -  Лапласа магнитная индукция В  ~ /  , магнитный поток Ф ~ В, то есть 
Ф ~ I. Это соотношение можно записать в виде равенства, если ввести 
коэффициент пропорциональности L , который называют индуктивностью 
данного контура:
Ф = Ы .  (28.12)
Индуктивность есть характеристика контура, она зависит от его формы и 
размеров, а также от магнитных свойств среды, но не зависит от силы тока в 
контуре (мы не будем сейчас рассматривать кое-какие особенности, связанные 
с катушками, обладающими ферромагнитными сердечниками). Формула (28.12) 
указывает способ расчета индуктивности цепи: мы мысленно пропускаем по 
цепи ток, вычисляем поток самоиндукции и вычисляем индуктивность цепи по 
формуле
Ф
L = —  . (28.13)
Кстати, если в цепи протекает переменный ток, то и поток самоиндукции 
будет зависеть от времени, и в цепи возникнет ЭДС индукции, которая в
данном случае называется ЭДС самоиндукции, и ее можно рассчитать по
формуле
d O  d l
&‘ = - l u = - L J c  ( 2 8 1 4 )
Задача 28.4. Вычислить индуктивность единицы длины двухпроводной 
ленточной линии (рис. 28.3), если расстояние между лентами h значительно 
меньше их ширины Ъ, а именно b/h = 50.
Прежде всего выясним геометрию магнитного поля, создаваемого такой 
ленточной линией при протекании по ней тока /, и найдем индукцию этого 
поля.
Рассмотрим вначале поле, создаваемое одной лентой.
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Анализируя условие задачи, мы выяснили, что если по пластине 
протекает ток, то линии магнитной индукции перпендикулярны направлению 
протекания тока и параллельны поверхности пластины (рис. 28.4). Для 
вычисления индукции магнитного поля j / 0
воспользуемся теоремой о циркуляции вектора —
В  по контуру L (1-2-3—4-1), указанному на —  
рис. 28.4:
| B c t i  =  \ x J T 4 n . . .
E ’ Рис. 28.4
В
<81
f
где Iz -  ток, охватываемый этим контуром. Если по ленте шириной Ъ протекает 
ток /, то из соображений пропорциональности легко сообразить, что
h = I ~ .1 Ъ
На участках 2-3 и 4-1 векторы В  и d l  взаимно перпендикулярны, 
поэтому
j i B d l  =  2 В 1
В  =_ i V  
2 Ъ '
Рассмотрим теперь поле, создаваемое двумя лентами, и учтем, что токи в 
них протекают в противоположных направлениях (см. рис. 28.5). Как видно из 
этого рисунка, магнитные поля компенсируют друг друга вне этой системы и 
складываются в объеме между лентами:
В  = (28.16)
Итак, мы получили важный результат: поле, создаваемое этой ленточной 
линией, является однородным и сосредоточено в объеме между лентами.
Кстати, обратим внимание -  магнитное поле создает поток через боко- 
д  вую поверхность этой двухпроводной
линии.
-----------------------------О /
 —7 ------------ ► Рассмотрим участок этой линии_ LLi-i -В = ^ ~
Ъ длиной х. Этому участку соответствует
_____________________  0  магнитный поток самоиндукции:
В  = О ф =B S = Bhx,
Риг 98 5 г Ф  ВЬхыс. поэтому L = —  = ~y ~ = •
Для участка единичной длины (х = 1):
L  = = 25 нГн/м. (28.17)
Ъ
Задача 28.5. Кольцо радиуса а = 50 мм из тонкой проволоки 
индуктивностью L = 0,26 мкГн поместили в однородное магнитное поле с 
индукцией В = 0,50 мТл так, что его плоскость стала перпендикулярной к 
направлению поля. Затем кольцо охладили до сверхпроводящего состояния и 
выключили магнитное поле. Найти ток в кольце.
Эта любопытная задача решается очень просто, но для ее решения надо 
вспомнить, что при переходе в сверхпроводящее состояние сопротивление
проводника становится равным нулю (не очень малым, а именно нуль!). 
Запишем формулу для индукционного тока
г 8. 1 АФ
”  д"- - 2 Г д Г ‘
Если R = 0, то и АФ также должно быть равно нулю: АФ = Ф2 -  Ф1 =0, то 
есть Ф2 = Фь Магнитный поток Ф1 создается внешним магнитным полем: 
Ф1 = BS = Впа . Поток Ф2 будет создаваться индукционным током: Ф2 = LI. 
Ответ очевиден:
В п а 2
. (28.18)
Задача 28.6. Катушка индуктивностью L = 2,0 мкГн и сопротивлением 
7? = 1,0 Ом подключена к источнику с ЭДС 8 = 3,0 В (рис. 28.6), параллельно 
катушке включено сопротивление Ro = 2,0 Ом. Найти количество тепла, 
которое выделится в катушке после размыкания ключа К. Внутреннее 
сопротивление источника пренебрежимо мало.
Пока ключ К  замкнут, по катушке протекает 
ток /о = г/R. После размыкания ключа ток в цепи 
не исчезает -  это убывающий индукционный ток 
(явление самоиндукции!), который протекает по 
катушке и сопротивлению Ro (они теперь 
оказались включенными в цепь последовательно). 
Вспомним закон, по которому убывает этот ток:
/  =  / 0 ехр
V
t
L  у
(28.19)
L ; R
уЛЛ/Л_
R,
К
Рис. 28.6
где Rz = R + Ro -  полное сопротивление цепи, по которой протекает 
индукционный ток. Для нахождения количества тепла, выделившегося в 
катушке, применим, как обычно, закон Джоуля-Ленца:
dQ  = I 2R dt = / 02 exp
2(Д +Д „)
CXI
Q=\i?> exP
f 2 { R +Rq) Rdt = I qRL
t
L  у 
8 2L
Rdt
= 3 мкДж. (28.20)
2 ( ^  + ^ )  2R(R  + R,,)
Эту задачу, кстати, можно решить другим, возможно более простым 
способом, если вспомнить, что магнитное поле, как и поле электрическое, 
обладает энергией. В нашем случае магнитное поле создается катушкой 
индуктивности и его энергию можно записать в виде
L I2 
W  = °гг м (28.21)
При выключении тока эта энергия, в конечном счете, выделяется в виде 
тепла на катушке (она обладает сопротивлением К) и на сопротивлении Rq.
Таким образом, W m =  Q r  +  Q ro , причем по закону Джоуля-Ленца ^ R0 - VQr / R
Поэтому
е * = е =
L ll Ls
l + *o 2Ri 1 + К
= 3 мкДж (28.22)
Рис. 28.7
Явление взаимной
индукции. Рассмотрим два
контура (рис. 28.7). Пусть по 
контуру 1\ протекает ток 1\. Он 
создает в окружающем про­
странстве магнитное поле В\, 
которое в свою очередь создает 
магнитный поток Фг через 
контур /г- По закону Био- 
Савара-Лапласа магнитная ин­
дукция В\ ~ 1\, магнитный поток Фг~ 5 i , то есть Фг~ Д. Это соотношение
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можно записать в виде равенства, если ввести коэффициент пропорциональ­
ности Z,2i :
Ф2 = L2\I\- (28.23)
Те же рассуждения можно провести и для случая, когда ток 12 протекает в 
контуре 12:
Ф1 = L 12I2 . (28.24)
Коэффициенты L2i и L\2 называются взаимной индуктивностью 
контуров, и, как следует из теоремы взаимности,
L2\ = Ln, (28.25)
поэтому для расчета взаимной индуктивности можно воспользоваться любой из 
формул (28.23) -  (28.24), как это мы делали выше, рассчитывая коэффициент 
самоиндукции.
Контуры 1\ и 12 называются индуктивно связанными, и если в одном из
них протекает переменный ток, то во втором -  возникает ЭДС индукции,
которую называют ЭДС взаимной индукции. Посчитать ее легко:
еп = = - i , 2 , в-2 = - ^ 2 .  = - ^  . (28.26)
11 dt М2 dt а  dt ^  dt '
Задача 28.7. Вычислить взаимную 
индуктивность длинного прямого провода и 
прямоугольной рамки со сторонами а и Ъ 
(рис. 28.8). Провод и рамка лежат в одной 
плоскости, размеры указаны на рисунке.
I
/
а
d rг
Рис. 28.8
Это типичная задача на вычисление 
взаимной индуктивности и решается она так.
Пусть по прямому проводу протекает ток 1\.
Этот ток создает в окружающем пространстве магнитное поле с индукцией
ИоЛ
л .=
Это поле создает магнитный поток Фг через плоскость, ограниченную 
прямоугольным контуром. Найдем его:
/+й
Ф2 = fB,dS  = f B,dS  = f ^  bdr = ц 0716 |п / + а
2 J 1 J 1 j  2 я - 2* /
Дальше все просто:
-ч\ /j 2тс
(28.28)
(28.29)
Задача 28.8. Имеются два неподвижных контура с взаимной 
индуктивностью L\2- В о д н о м  и з  контуров начали изменять ток по закону 
I\ = at, где а -  постоянная; t -  время. Найти закон изменения тока h{t) в другом 
контуре, индуктивность которого L*2 и  сопротивление R.
Переменный ток в первом контуре порождает в окружающем 
пространстве магнитное поле, которое создает переменный магнитный поток 
через второй контур. В этом контуре возникает ЭДС взаимной индукции и 
начинает протекать индукционный ток. Этот ток порождает свой магнитный 
поток -  поток самоиндукции, в результате чего во втором контуре возникает 
еще и ЭДС самоиндукции
R y R
Преобразуем это выражение:
L'2 d l2 
R dt
dt dt R R dt
d l. R
/ , + a L n
dt
R
и проинтегрируем его:
\ dl. f R  r= -  — dtJ T ?
I 2 + a L n
R
In
(
/ 2 +
dL12^ 1
R
R
t + Ы С
/ 2 + f ^ l  = Cexp
К
'  R  л
 1
\  L2 j
h  = ^ ^ -  + Cexp R  ^
f  R  л
 1
\  L 2 j
Постоянную интегрирования С легко найдем из начального условия: при
t = О, h=  0, то есть С
аЬ±2 
Д
. Окончательный ответ запишем в виде
I _  а^\2
2 R
(
1 -е х р
(  R  
 1
\  L 2  j  j
(28.30)
Знак «минус» в этом выражении является следствием правила Ленца и не 
имеет в данном случае принципиального значения. Любопытно, что при
т _  ®L\2
t со 1 2 ^  -  этот результат мы бы получили, если бы при решении
не учитывали индуктивность второго контура (и соответственно явление 
самоиндукции в нем).
Задача 28.9. Небольшой цилиндрический магнит М  находится в центре 
тонкой катушки радиуса а, состоящей из N  витков (рис. 28.9). Катушка 
подключена к баллистическому гальванометру. Сопротивление всей цепи R. 
Найти магнитный момент магнита р т , если при его удалении из катушки через 
гальванометр прошел заряд q.
Рис. 28.9
При удалении магнита изменяется магнитный поток и в катушке 
возникает ЭДС индукции и начинает протекать индукционный ток, который в 
свою очередь приводит к появлению переменного потока самоиндукции -  в 
катушке возникает еще и ЭДС самоиндукции
/ = i ( E' + E *)>
dq _  1 (  dФ T d l >
—
d t R  v d t d t ) ’ 
dq = - — (d<b + L d l) .  
R
АФ = Ф -  Фо = -Фо (Фо -  начальный поток, Ф -  конечный поток (он равен 
нулю)). Ток был равен нулю и в начале, и в конце процесса, поэтому А/ = 0. В 
итоге получаем
Задача свелась к определению магнитного потока Фо через катушку, но 
непосредственно определить его мы не можем. Однако эту трудность можно 
преодолеть, используя теорему взаимности, о которой мы говорили выше 
(см. (28.25)). Заменим магнит небольшим витком с током, который обладает 
таким же магнитным моментом р т , что и магнит. Пусть площадь витка S, и по 
нему протекает ток I. Тогда р т = IS.
Согласно теореме взаимности Z21 = £12 (будем считать, что индекс 1 
относится к витку, а индекс 2 -  к катушке). Умножим обе части этого равенства 
на ток /:
и проанализируем обе части этого выражения с учетом формул (28.23) и 
(28.24). Левая часть равенства описывает магнитный поток, создаваемый 
витком через катушку (а это и есть поток Фо), а правая характеризует 
магнитный поток, который будет пронизывать виток, если по катушке будет 
протекать ток I. И вот этот поток (обозначим его Ф1) мы можем посчитать, 
считая, что в пределах витка поле однородно (виток маленький!). Как известно,
(28.31)
(28.32)
индукция магнитного поля в центре витка радиуса R, по которому протекает 
ток /, определяется по формуле
В = ^ ~
2 R '
В нашем случае R = а и катушка имеет N  витков, поэтому
т
2 а 2 а
Из формулы (1.32) следует, что Фо = Oi , и с учетом выражения (28.31)
задача решена:
в _ Ф о  . 1 *  = М £  „ 833 .
q ~ R ~ 2 a R ’ Рт ц 0Л Г
Энергия магнитного поля. Магнитное поле, так же как и поле 
электрическое, обладает энергией. Эту энергию можно вычислить двумя 
способами. Первый способ заключается в следующем. Имеется контур 
индуктивности L, по которому протекает ток I. Он создает в окружающем 
пространстве магнитное поле, энергию которого можно вычислить по формуле
L I2
WM = ~ .  (28.34)
Это выражение можно разнообразить, если вспомнить формулу Ф = Ы\
ФI  Ф2
Этот способ мы уже использовали при решении задачи 28.6.
Второй способ связывает энергию магнитного поля с его полевыми 
характеристиками -  магнитной индукцией или напряженностью магнитного 
поля, а также объемом пространства, в котором это поле локализовано. Для 
этого вводится объемная плотность энергии магнитного поля:
В 2 ц0ц Я 2 В Н
™М =~п------ = = — , (28.36)
2ц0Ц 2 2
которая также имеет смысл энергии, запасенной в единице объема. Зная 
объемную плотность, можно вычислить и энергию магнитного поля в любом 
интересующем нас объеме пространства:
W M  = \ w M d v . (28.37)
v
Задача 28.10. Тонкое равномерно заряженное кольцо радиуса а=  10 см 
вращается вокруг своей оси с угловой скоростью со =100 рад/с. Найти 
отношение объемных плотностей энергии магнитного и электрического полей 
на оси кольца в точке, отстоящей от центра на расстоянии I = а.
Нам необходимо наполнить содержанием выражение
в 2/  2
_ /2 ц 0ц _ в
wE гф Е 2/  £0p 0Е 2 ’
(28.38)
2
то есть подставить в него конкретные выражения для Е  и В, полученные ранее 
для кольца. Воспользуемся формулой для напряженности электрического поля 
на оси заряженного кольца:
17 Ч1
Е  = --------------------з 7 , (28.39)
4 п  е 0( / 2 +  r 2 j2 \ / 2
где q -  заряд кольца радиуса г (в нашем случае г=а).
Индукция магнитного поля на оси этого кольцевого тока определяется по 
формуле
R -  ^в ~ -------------   (28.40)
Пусть наше кольцо имеет заряд q. Вращение этого заряда (вместе с 
кольцом) эквивалентно протеканию кольцевого тока I  = qv = qod/ln. Подставим 
эти выражения в формулу (1.38) и получим ответ:
2 2 1 1 1  п - 1 5= 80ц 0я с о  =  —  = 1 ,1 -10  . (28.41)
\  с Jе 0ц 0£ 2 / 2
Здесь мы учли, что с = 1/еоЦо (с -  скорость света в вакууме).
Задача 28.11. Длинный цилиндр радиуса а, равномерно заряженный по 
поверхности, вращается вокруг своей оси с угловой скоростью со. Найти 
энергию магнитного поля на единицу длины цилиндра, если линейная 
плотность заряда цилиндра равна к  и р=1.
Этот вращающийся цилиндр -  полная аналогия соленоида, и это очень 
упрощает ситуацию: мы знаем, что поле соленоида локализовано в объеме 
внутри него, оно является однородным и его индукция
где п -  число витков, приходящихся на единицу его длины, то есть п1 -  
кольцевой ток, приходящийся на единицу длины соленоида.
В нашем случае кольцевые токи образованы вращающимися зарядами. 
Линейная плотность заряда -  это заряд, приходящийся на единицу длины 
цилиндра, и она равна к. При его вращении мы имеем ток, равный kv=k(a/2n, 
поэтому индукция магнитного поля внутри цилиндра может быть представлена 
в виде
Так как поле однородное, то
и на единицу длины цилиндра (/ = 1) приходится энергия магнитного поля
(28.42)
2Ц0 8тс
29. Уравнения Максвелла
Теория электромагнитного поля, основы которой заложил Фарадей, 
математически была завершена Максвеллом. При этом одной из основных 
новых идей, развитых Максвеллом, была мысль о симметрии во 
взаимозависимости электрического и магнитного полей. А именно, поскольку 
меняющееся магнитное поле создает электрическое поле, следует ожидать, что 
и переменное электрическое поле порождает магнитное поле. Открытие этого 
явления -  наиболее существенный шаг, сделанный Максвеллом при построении 
теории электромагнитного поля. Теория Максвелла не только разъяснила все 
разрозненные явления электричества и магнетизма (причем с единой точки 
зрения), но и предсказала ряд новых явлений, существование которых 
подтвердилось в дальнейшем.
До сих пор мы рассматривали отдельные части этой теории. Теперь 
можно представить всю картину в виде системы фундаментальных уравнений 
электродинамики, называемых уравнениями Максвелла. Этих уравнений четыре 
(мы уже познакомились с каждым из них в отдельности в предшествующих 
разделах, а сейчас просто соберем их все вместе):
§ D d S  = \ p d V , (29.1)
s v
= ~ \ b S ,  (29.2)
L  Ш  S
<j)ik? = 0 , (29.3)
s
В эти уравнения входят характеристики электрического поля -  
напряженность Е и индукция электрического поля D (между ними существует
простая связь: D  = ее0Е  )5 и параметры магнитного поля -  магнитная
индукция В  и напряженность магнитного поля Н , которые связаны формулой 
В = рроН  • Отметим, что в первом уравнении объем V в правой части ограничен 
замкнутой поверхностью S, по которой берется интеграл, стоящий в левой 
части, а поверхность S, по которой берутся интегралы, стоящие в правых частях 
второго и четвертого уравнений, ограничена замкнутым контуром L, по 
которому вычисляются интегралы в левых частях этих уравнений.
Напомним физический смысл этих уравнений. Первое уравнение говорит 
о том, что источником электрического поля являются электрические заряды. 
Второе уравнение указывает на то, что электрическое поле может создаваться 
переменным магнитным полем. В этом случае электрическое поле является 
вихревым и его линии замкнуты. Из третьего уравнения следует, что магнитное 
поле не имеет источников типа магнитных зарядов. Известный английский 
физик-теоретик Поль Анри Мария Дирак высказал предположение о том, что 
такие заряды существуют -  их назвали монополями Дирака. Их ищут уже 
60 лет, но пока не нашли. Смысл четвертого уравнения заключается в том, что 
магнитное поле порождается как токами проводимости (первый член в правой 
части уравнения (29.4)), так и переменным электрическим полем -  второй член 
в правой части этого уравнения. По сути это два совершенно равноценных 
члена, поэтому это выражение тоже называют током -  током смещения. Здесь, 
впрочем, следует сделать одно важное замечание. Ток смещения эквивалентен 
току проводимости только в одном -  в способности создавать магнитное поле. 
Обычно говорят так: ток смещения -  это причина возникновения магнитного 
поля в отсутствие токов проводимости.
Задача 29.1. Соленоид имеет п витков на единицу длины. По нему 
протекает переменный ток /  = I m sin (dt . Найти плотность тока смещения как 
функцию расстояния г от оси соленоида. Радиус сечения соленоида R. е = 1,
р =  1.
Ток, протекающий в соленоиде, создает 
внутри него однородное магнитное поле, 
направленное вдоль его оси. Мы знаем его 
магнитную индукцию
В  = р 0и / . (29.5)
Ток -  переменный, значит, и магнитное 
поле будет меняться со временем. Согласно
Рис. 29.1 второму уравнению (29.2) оно порождает
вихревое электрическое поле, линии которого замкнуты и лежат в плоскости, 
перпендикулярной вектору В . В нашем случае это окружности, центры 
которых лежат на оси соленоида (рис. 29.1). Рассмотрим в качестве контура L 
окружность радиуса г (она изображена пунктиром на этом рисунке). 
Рассмотрим левую часть уравнения (29.2). Вектор Е  в каждой точке этого 
контура направлен по касательной к окружности и имеет одну и ту же 
величину, поэтому
ф E dl = <j) E dl = E 2 n r  (29.6)
L L
Преобразуем правую часть этого уравнения с учетом однородности 
поля В :
d  г z то d  г „  dB  2 d l  2 г 2
—  I B dS  = —  I B dS  = —  nr  = |i 0n — nr  = |д0ш m(o cos (otnr . (29 .7 )
dt dt £ dt dt
Подставляя выражения (29.6) и (29.7) в (29.2), найдем напряженность 
электрического поля, созданного переменным магнитным полем:
Е  = ~ \ cos  ш . (29.8)
Займемся теперь током смещения. Как следует из четвертого уравнения 
Максвелла (29.4), ток смещения описывается выражением
/  = —  f D dS = \ — dS п о  о)
d t \  J  &  ' (29,9)
С другой стороны, ток смещения выражается через плотность тока 
смещения по стандартной формуле
^см — J* Jcm^ S  . (29.10)
S
Из сопоставления этих выражений видно, что
-  д б  дЕ
Л “ = а Г = £ » ¥ -  ( 2 9 Л 1 )
Чтобы получить окончательный ответ, надо подставить в эту формулу 
выражение (29.8):
ЛМ =  тЦ ой /ш®2 sin(M • (29.12)
Мы нашли плотность тока смещения внутри соленоида, но, оказывается, 
переменное электрическое поле возникает и вне соленоида. Рассмотрим контур 
L в виде окружности радиуса r >  R. Циркуляция вектора Е  по этому контуру 
будет описываться тем же выражением (см. (29.6)), а вот интеграл в правой 
части уравнения (29.2) будет иным -  магнитное поле существует только внутри 
соленоида, поэтому площадь поверхности S, по которой происходит
интегрирование в правой части, не будет зависеть от г, а будет равна площади
поперечного сечения соленоида kR2:
d d dB d l
—  J BdS = — J BdS  = — 7iR 2 = jli0n —  7iR 2 = \i0n lm(a cos catnR2. (29.13) 
dt г. dt j. dt dt
Подставляя выражения (29.6) и (29.13) в (29.2), найдем напряженность 
электрического поля, созданного переменным магнитным полем вне соленоида
R 2
Е  =  |a0« /Mcocos cat
2 г
и плотность тока смещения
R 2
Задача 29.2. В бетатроне магнитный поток внутри равновесной орбиты 
радиуса г = 25 см возрастает за время ускорения практически с постоянной 
скоростью dO/dt = 5,0 Вб/с. При этом электроны приобретают энергию 
W= 25 МэВ. Найти число оборотов, совершенных электроном за время 
ускорения, и соответствующее значение пройденного им пути.
Прежде всего вспомним, что такое бетатрон. Бетатрон -  это ускоритель 
заряженных частиц. Его обычно используют для ускорения легких заряженных 
частиц, например, электронов. Он состоит из вакуумированной тороидальной 
камеры, помещенной между полюсами электромагнита. Эти полюса имеют 
форму усеченных конусов, поэтому магнитное поле между ними является 
неоднородным. По обмотке электромагнита пропускают переменный ток и, 
согласно второму уравнению Максвелла (29.2), в пространстве возникает 
вихревое электрическое поле, линии которого имеют форму окружностей. Если 
в камеру впрыснуть облако электронов, на них начинает действовать 
электрическая сила, под действием которой происходит ускорение электронов. 
Электроны впрыскивают в момент возрастания магнитного поля, поэтому 
электроны движутся по стационарной равновесной орбите (мы знаем, что 
радиус орбиты r~v/B). За время нарастания магнитного поля (~мс) электроны 
успевают сделать до миллиона оборотов и приобретают энергию, которая 
может достигать 400 МэВ (скорость электронов при таких энергиях сравнима 
со скоростью света).
Вернемся к решению задачи и запишем второе уравнение Максвелла в
виде
В качестве контура L возьмем окружность радиуса г, совпадающую с 
равновесной орбитой электронов. Тогда
dO
dt
(29.15)
™  d O  „  1Е 2кг  = - — , Е  = —  — . (29.16)
at 2 кг at
Это вихревое поле действует на электрон с силой F  = (-е) Е. Работа этой
силы идет на увеличение энергии электрона, и, следовательно, за каждый
оборот электрон приобретает энергию
d O
A W  = F 2 n r  = е
d t
Нам осталось лишь найти число оборотов
W  W  
N  = —— = „  =5-10
(29.17)
и пройденный путь
A W  »dO  (29.18)
s = 2 nrN  = 8-103км . (29.19)
Задача 29.3. Непроводящее тонкое кольцо массой т, имеющее заряд q, 
может свободно вращаться вокруг своей оси. В начальный момент кольцо 
покоилось и магнитное поле отсутствовало. Затем включили однородное 
магнитное поле, перпендикулярное плоскости кольца, которое начало 
возрастать во времени по некоторому закону В (t). Найти угловую скорость со 
кольца в зависимости от индукции В (t).
И снова имеется переменное магнитное поле, которое порождает 
вихревое электрическое поле, линии которого представляют собой окружности, 
лежащие в плоскости, перпендикулярной направлению вектора В . Это 
электрическое поле действует на заряд кольца, приводя кольцо во вращение. По 
сути ситуация очень похожа на ту, что была описана в предыдущей задаче, хотя 
объекты тут и там совершенно разные.
Выберем ось z в направлении магнитного поля и запишем уравнение 
динамики вращательного движения
Напомним, что входит в это уравнение. Iz -  момент инерции кольца
радиус. Mz -  проекция момента силы, действующей на кольцо со стороны 
электрического поля, равная Mz = FR =qER. Напряженность вихревого 
электрического поля мы уже вычисляли в предыдущей задаче (см. (29.16)), 
поэтому мы можем сразу переписать уравнение (29.20) в виде
и, проинтегрировав это равенство, придем к окончательному результату:
Знак минус в этом выражении означает, что вектора со и В направлены 
противоположно друг другу.
Интересно, что в точности такой же результат получится и в случае тела 
любой формы, если оно обладает осевой (аксиальной) симметрией -  в этом 
случае его можно просто представить в виде множества колец.
Задача 29.4. Пространство между обкладками плоского конденсатора, 
имеющими форму круглых пластин, заполнено однородной слабо проводящей 
средой с удельной проводимостью о и диэлектрической проницаемостью 8. 
Расстояние между обкладками d. Пренебрегая краевыми эффектами, найти 
напряженность магнитного поля между обкладками на расстоянии г от их оси, 
если на конденсатор подано переменное напряжение U = £/mcosatf.
2
относительно оси вращения. Он равен Iz = mR , где т -  масса кольца, R -  его
После простых преобразований получим
d(o = — — dB,
2т
(29.21)
Разберемся с условием этой задачи. Прежде всего выясним, что такое 
слабо проводящая среда. Понять это проще всего на таком примере. 
Рассмотрим воздушный конденсатор. Если зарядить его и отключить от 
источника, то в идеальном случае заряд на обкладках меняться не будет. Но 
если мы будем облучать его, например ультрафиолетом, произойдет частичная 
ионизация молекул воздуха, и в пространстве появятся ионы и свободные 
электроны, которые создадут ток между обкладками -  конденсатор начнет 
разряжаться. Это очень слабый ток и заряд на обкладках будет убывать 
постепенно, а не мгновенно -  если бы мы соединили их проводником.
Итак, с первой причиной возникновения магнитного поля между 
обкладками мы разобрались -  это слабый ток проводимости, направленный 
вдоль оси (рис. 29.2). Но это еще не все. Еще есть переменное электрическое 
поле (ведь заряд на обкладках уменьшается), которое также порождает 
магнитное поле. Электрическое поле конденсатора Е  однородно и также 
направлено вдоль его оси. Линии магнитного поля представляют собой 
окружности с центром на оси системы, и вектор Н  будет направлен по 
касательной к ним в любой точке (рис. 29.2). Ход
решения понятен -  применяем четвертое 
уравнение Максвелла (29.4):
(29.22)
В качестве контура L выберем окружность 
радиуса г, изображенную пунктиром на рис 29.2. 
Рассмотрим каждый из членов этого уравнения в 
отдельности. Начнем с интеграла в левой части:
N
j)H d l  = <j) H dl = H 2 n r . (29.23)
L L
Прежде чем мы начнем вычислять 
интегралы в правой части, необходимо кое-что
вспомнить. Индукция электрического поля D  связана с напряженностью Е  
соотношением D = гг^Е, а напряженность электрического поля конденсатора
определяется формулой Е  = U/d. Плотность тока проводимости j  = оЕ = aU/d,
площадь поверхности S, ограниченной контуром L, равна tzR  .
С учетом сказанного
J jd S  = J jd S  = j n r 2 = o E n r2 =
s s
U  2 U  2
= а — n r = < з cos (dtnr 5 (29.24)
d/ d
—  f D dS = ££„ —  f E dS  =£E„ —  f E d S  = 
d t \  ° d t J 0 d t J
dE  , U  .
= eE0 — л r  = —EE0( o - j - s m  a tf. (29.25)
Нам осталось подставить формулы (29.23) -  (29.25) в уравнение (29.22):
U  г
Н  = — ^(acosG tf-sS oC O sina tf^  (29.26)
2d
Ответ мы, фактически, получили, но это выражение можно преобразовать 
к более компактному виду, используя простой прием -  умножим и разделим
правую часть этого выражения на - с^т2 + (ее0со) ;
U  г 
Н  = ^ -  
2 d
+ (е е 0)2
г \
су een(d
,  COS (dt-------■  sin (dt
^CJ2 +  (eSqCo)2 yja2 + (s s 0co)2
Коэффициенты, стоящие перед косинусом и синусом, не превышают 
единицу, а сумма их квадратов равна единице. Это значит, что эти 
коэффициенты можно представить как косинус и синус некоторого угла а,
88 Ш /который можно определить из равенства tg а  = 0 . Используя
элементарную тригонометрию, получаем окончательно
где H m = ^ - ^ j o 2 + ( s s 0e>f
Задача 29.5. Плоский воздушный конденсатор, обкладки которого имеют 
форму дисков радиуса R = 6,0 см, подключен к переменному синусоидальному 
напряжению частоты со = 1000 с '1. Найти отношение амплитудных значений 
магнитной и электрической энергий внутри конденсатора.
Синусоидальное напряжение 
на обкладках создает в объеме 
конденсатора переменное электри­
ческое поле, напряженность кото­
рого изменяется по гармони­
ческому закону, и эту зависимость 
можно записать в виде
Е  = Ет cos (Dt. (29.28)
Объемная плотность энергии 
этого поля определяется форму­
лой
ЕЕ^Е2 
wF = — -—
2 ’
и энергия электрического поля We, запасенная в объеме V между обкладками, 
вычисляется очень легко (ведь электрическое поле однородно):
WE = \  w E d v  =W e v  = wEnR 2h = ее°Д» ° 08 a t  nR 2h  _ ^ 9 . 2 9 )
H
где h -  расстояние между обкладками. Из этого выражения легко найти 
амплитудное (то есть максимальное) значение энергии электрического поля:
ЕЕ пЕ.
Займемся магнитным полем. Откуда оно взялось? Его породило 
переменное электрическое поле. Все ясно -  применяем четвертое уравнение 
Максвелла (29.4). Ток проводимости отсутствует, поэтому
<j) H d l = y j  D d S . (29.31)
L **t s
Вектор D  направлен параллельно оси системы (см. рис. 29.3) и равен 
D  = EEqE  . Линии магнитной индукции (и соответственно вектора Н )
представляют собой окружности с центром на этой оси. Вектор Н  направлен 
по касательной к ним в любой точке.
В качестве контура L выберем окружность радиуса г, изображенную 
пунктиром на рис 29.3. Начнем с интеграла в левой части уравнения (29.31):
ф H dl = ф  H dl = Н  2 к г  (29.32)
L L
Рассмотрим правую часть этого уравнения, не забывая о том, что 
электрическое поле между обкладками плоского конденсатора однородно:
—  f D dS = ££„ —  f EdS  =££„ —  [ E dS = 
dt J " d t {  0
dE2 „  . (29-33) 
= SS0 7ir  = -SS0G)Em Sin СQtnr .
dt
Подставим полученные выражения в уравнение (29.31) и найдем 
напряженность магнитного поля
Е  г
Н  = —s s nco——^ sin Ш = - H r  sin Ш (29.34)
где мы ввели обозначение
= — 88П0)Д 
2» ^ —о . (29.35)
Эта величина имеет смысл амплитудного (то есть максимального) 
значения напряженности магнитного поля на расстоянии г от оси системы.
Для того чтобы вычислить энергию магнитного поля, воспользуемся 
формулой
WM = \ w M d V , (29.36)
v
_ р р 0Я 2
где wm — 2  ~ объемная плотность энергии магнитного поля.
Мы не можем посчитать интеграл (29.36) так, как мы сделали это для 
электрического поля (см. (29.29)) -  напряженность Н  (и соответственно 
объемная плотность энергии) зависит от г. Как быть? Представим объем между 
обкладками конденсатора V в виде совокупности тонких цилиндрических слоев 
(бесконечно тонких!). Объем одного такого слоя (см. рис. 29.3) равен 
dV  -  2 izrhdr , и в пределах его объемная плотность энергии одинакова. Теперь 
мы можем вычислить энергию магнитного поля в объеме конденсатора:
/ 2 
2 "
WM = \y > Md y  =  \ ^ f - d V  =
V
R 1Л А Г 1 -I- 0 / 1  О
= |Д|Д0тihH m sin ю п г d r -  — pjл0Н тЯ nh sin Ш (29.37)
о 4
Из этой формулы мы легко находим амплитудное значение энергии 
магнитного поля
)т = \№ «H i R ,Kh (29.38) 
и с учетом формулы (29.30) получаем
) / и  _  И И о   i  2  d 2   с  Л  1  Л - 1 5
_  8  - 5 ’ 0 ' 1 0  ■ (2 9 -3 9 )
При записи окончательного ответа мы использовали выражение (29.35) и 
учли, что в воздухе 8=1, р=1.
Задача 29.6. Переменный синусоидальный ток частоты со = 1000 с"1 течет 
по обмотке прямого соленоида, радиус сечения которого R = 6,0 см. Найти
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отношение амплитудных значений энергий электрического и магнитного полей 
внутри соленоида.
Посмотрите условие предыдущей задачи -  все то же самое, только с
точностью до наоборот. Синусоидаль­
ный ток создает в объеме соленоида 
переменное магнитное поле, напря­
женность которого меняется со време­
нем по закону
Н  = Н т cos cot. (29.40)
Е  Это поле однородно, и его
объемная плотность энергии одина­
кова во всех точках соленоида (р = 1),
Но Н 2
— 2  • Поэтому энергию маг-
Рис. 29.4 нитного поля Wm в  объеме соленоида
можно посчитать очень легко:
Wu  = \ ^ UdV = wu V = ^ - V  =
V
-  cos2 (dtTiR2l ; (29.41)
где I -  длина соленоида.
Из этой формулы видно, что амплитудное значение энергии магнитного
поля
№ м )т =*&. (29.42)
Займемся электрическим полем. Причина его возникновения ясна -  это 
переменное магнитное поле. Напряженность этого вихревого электрического 
поля мы уже определили в задаче 29.1 (см. выражение (29.8)):
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где r -  расстояние от оси соленоида. Напряженность магнитного поля Н  внутри 
соленоида определяется по формуле
Н  =  п1 =  n l m C O S G tf =  Н т СОБШ,
г
поэтому Е  = ~ - \^ 0 ^ Н т C0S
(29.43)
Для вычисления энергии электрического поля WE в  объеме соленоида V 
воспользуемся известной нам уже формулой
WE = \ w Ed V i (29.44)
v
е0Е 2
где wE = ---------   объемная плотность энергии электрического поля.
3
Напряженность поля Е  и, следовательно, wE зависят от расстояния г, 
поэтому в качестве элемента объема dV  выберем объем бесконечно тонкого 
цилиндрического слоя (см. рис. 29.4): d V  = 2 n r ld r .
Тогда
rr2 R
WE = f —— dV  = —s 0P o ®2H m lc o s 2  f  r^dr = — s 0vlI(d2H m R41 c o s2 соt. (29.45)
r 2 4 о 16
Выражение, стоящее перед знаком косинуса, есть амплитудное (т. е.
максимальное) значение энергии электрического поля в объеме соленоида
( ^ ) m = ^ W o ® 2^ 4/ .  (29.46)
Нам осталось разделить выражение (29.46) на (29.42) и получить ответ:
i  W > 2* 2 - 5,0-10-15. (29.47)
( Г * ) ш  8
30. Электромагнитные колебания
Свободные незатухающие электромагнитные колебания
Электромагнитные колебания -  это периодические изменения с 
течением времени электрических и магнитных величин: q -  заряда;
U -  напряжения; I  -  силы тока; Е  -  напряженности электрического поля; 
В -  магнитной индукции; W3JI -  энергии электрического поля; WM -  энергии 
магнитного поля и т. д. Электромагнитные колебания происходят в электри­
ческом колебательном контуре -  электрической цепи, содержащей 
последовательно соединенные конденсатор емкостью С, катушку с 
индуктивностью L и активное сопротивление R.
Свободные незатухающие электромагнитные колебания можно получить 
в идеальном колебательном контуре, т. е. в контуре, активное сопротивление 
которого R = 0. В идеальном колебательном контуре отсутствуют потери 
энергии колебаний на нагревание проводников.
Эти колебания описываются уравнением
Я.= Чт cos(co0^  + ф0) , (ЗОЛ)
где сэ0 _ циклическая частота незатухающих колебаний; ф0 -  начальная фаза; 
qm -  максимальное (амплитудное) значение заряда на обкладках конденсатора.
Период свободных электромагнитных колебаний (формула Томсона)
л
Г0 = —  = 2W Z C . (30.2)
ю0
Зависимость от времени силы тока в контуре
i  =  4  =  “ Я A sin( ° V  + Фо)> (30.3)
где qm(dо = im -  амплитудное значение силы тока в контуре.
Зависимость от времени разности потенциалов на обкладках конденсатора
U  = C = ^  c ° s ( g V  + <P°), (30 .4)
где qm/ C  = Uт -  амплитудное значение напряжения на конденсаторе.
Энергия электрического поля изменяется с течением времени по закону
Wm =  2 С =  ^ cos2((B» '+  <Ро) - (3 0 -5>
Зависимость от времени энергии магнитного поля
Ы  ^ l
К =  —  = - А 4  sin2(ro0^  + Ф0). (30.6)
Затухающие электромагнитные колебания
Затухающие электромагнитные колебания возникают в колебательном 
контуре, который, кроме катушки индуктивностью L и конденсатора 
емкостью С , обладает активным сопротивлением R .
Эти колебания описываются уравнением
<1 = Ч гп о ^ с о б (ш  + Ф о ) ,  (30.7)
где амплитуда колебаний заряда на обкладках конденсатора qm(t) убывает со 
временем по экспоненциальному закону
? m( 0  =  ? moe “P' .  (30-8)
где Р -  коэффициент затухания -  характеризует быстроту уменьшения 
амплитуды колебаний; частота ю затухающих колебаний связана с частотой 
(О0 незатухающих колебаний соотношением
ш = ЛК - Р 2 - (30.9)
Зависимость полной энергии колебательного контура от времени имеет
вид
W = W0e“2р'. (30.10)
Характеристики затухающих электромагнитных колебаний
Частота затухающих колебаний связана с частотой со0 собственных 
колебаний и коэффициентом Р затухания, а также с параметрами контура 
соотношениями
Период затухающих колебаний
Т -  2п  (30.12)
\ R ^  ’
LC  4 L2
Логарифмический декремент затухания характеризует уменьшение 
амплитуды колебаний за один период и численно
X = In У ^ ' =В Т ,  (30.13)
qm( t + T )
где qm(t), qm{t + T ) -  амплитуды заряда на обкладках конденсатора, 
соответствующие моментам времени, отличающимся на период.
Время релаксации т -  время, за которое амплитуда затухающих 
колебаний уменьшается в е раз:
1 2 L
т = = — . (30.14)
Р R
Число колебаний за время релаксации Ne, т. е. за время, в течение 
которого амплитуда колебаний уменьшается в е раз:
Л7. 1 1 т
N e = -  = —  = ~ .  (30.15)
X р г  Т
Добротность колебательного контура Q :
Q = ^  = KNe . (30.16)
Чем меньше затухание, тем больше добротность. При слабом затухании 
( р «  ю0) добротность
(3 0 .17)
Запишем еще одну полезную формулу для добротности в случае слабого 
затухания:
Q ~ 2 n —  , (30.18)
bW
где W -  энергия, запасенная в контуре; 8 W -  уменьшение этой энергии за 
период колебания Т. В самом деле, энергия W пропорциональна квадрату
амплитуды заряда конденсатора, т. е. W  ~  е~2^г, следовательно, относительное
W  л тс
уменьшение энергии за период = 2(3 Г = 2Х,  далее учитывая, что q >
получим формулу (30.18).
Вынужденные электромагнитные колебания
Вынужденные электромагнитные колебания возникают в колебательном 
контуре, в котором действует ЭДС, величина которой меняется по
гармоническому закону 8 = Sm CO sQ /. Уравнение установившихся
вынужденных колебаний имеет вид
Я = Яшах c°s(a rt -  ф). (30.19) 
Амплитуда #тах вынужденных колебаний заряда и ф определяются
соотношениями:
*7 max =  \  , ( 3 0 .2 0 )
+ 4P2Q 2
ф = arctg 2 . (30.21)
со — Q
Видно, что qms& и ф определяются свойствами контура и вынуждающей 
ЭДС, причем заряд отстает по фазе от внешней ЭДС.
В электрической цепи, обладающей R, L и С, в которую включена переменная 
ЭДС, возможны явления резонанса заряда и резонанса тока.
Резонанс заряда (напряжения)
Для нахождения резонансной частоты возьмем производную ^ тах = 0.
dQ.
Проделав соответствующие преобразования, получим
^рез -  л/®0 -  ]j
1___ 1Г_
LC  2 Z2
(30.22)
(*7тах)рез
R
U C  41}
(30.23)
Резонанс тока
Найдем ток в контуре:
^ = ^  = -?max^sin(Q*-(p).
at
Амплитуда тока:
/  = 8qQ
l J ( ( 0 2 - O 2 )  + 4p2Q 2 f  1
Q C
QL
(30.24)
(30.25)
Как видно из этого выражения, амплитуда тока принимает наибольшее 
значение при такой частоте внешней ЭДС, при которой ——  0.1 = 0. Из этого
соотношения находим резонансную частоту для тока:
1
Q рез LC
= со,'0’
( /  ) =-^0 V-1 max /рез ^  •
(30.26)
(30.27)
Переменный ток
Установившиеся вынужденные электрические колебания можно 
рассматривать как протекание в цепи, обладающей емкостью, индуктивностью
и активным сопротивлением R , переменного тока. Под действием внешнего 
напряжения (оно играет роль внешней ЭДС в )
U = Umaxcoscdt, (30.28)
ток в цепи изменяется по закону
/  = / maxCOs(c^-<p), (30.29)
где ■^ тах
r 2 +
с 1 \ 2 
(оЬ-------
V « С у
(30.30)
а сдвиг фаз между током и напряжением определяется из соотношения
tg<P = соL
1
ю С
/R . (30.31)
Ток отстает по фазе от напряжения, если ф > 0 и опережает напряжение, 
если ф < 0 .
Полученное выражение (30.30) для амплитуды силы тока / тах можно 
формально трактовать как закон Ома для цепи переменного тока. Стоящую в 
знаменателе этого выражения величину, имеющую размерность сопротивления, 
обозначают буквой Z и называют полным сопротивлением, или импедансом:
Z  = R 2 + CDL
1
СоСу
Л2
(30.32)
Величину, стоящую в круглых скобках, называют реактивным 
сопротивлением и обозначают X:
1
X  = (oL-
юС
(30.33)
При этом величину (oL называют индуктивным сопротивлением
1
(обозначают соответственно Х ь = сoL), а величину
юС
емкостным
сопротивлением ( Х с = —^—).
юС
Видно, что индуктивное сопротивление растет с увеличением 
частоты ю, а емкостное -  уменьшается. Хотя реактивное сопротивление 
измеряется в тех же единицах, что и активное, между ними существует 
принципиальное различие. Заключается оно в том, что только активное 
сопротивление определяет необратимые процессы в цепи, такие как 
преобразование электромагнитной энергии в джоулеву теплоту.
Реальная цепь переменного тока обладает активным, индуктивным и 
емкостным сопротивлением. Переменный ток вызовет на всех элементах цепи 
соответствующие падения напряжения UR, U Lи Uс . Амплитуда приложенного 
к цепи внешнего напряжения Um, в случае последовательно соединенных 
резистора, катушки и конденсатора:
где UR = I mR; UL = I mX L = I ma>L; Uc = I mX c = I m/mC -  амплитуды падений 
напряжений на резисторе, катушке индуктивности и конденсаторе 
соответственно; 1т -  амплитуда тока в цепи.
Задача 30.1. Катушка индуктивности L соединяет верхние концы двух 
вертикальных медных шин, отстоящих друг от друга на расстоянии I. Вдоль 
шин падает без начальной скорости горизонтальный проводник -  перемычка 
массой т (без нарушения контакта с шинами). Вся система находится в 
однородном магнитном поле с индукцией В, перпендикулярном к плоскости 
шин. Найти закон движения проводника x(f). Сопротивление всех проводников 
пренебрежимо мало.
Воспользуемся законами электромагнитной индукции (28.1) и 
самоиндукции (28.14) и запишем выражения для индукции и самоиндукции в 
рассматриваемом контур (катушка-шина-проводник-перемычка):
(30.35)
с1Ф _ dS nJ T d l
s,: = -------= - 5 —  = —Blv H S c = —L — . (30.36)
dt dt s dt
Кроме того, запишем второе правило Кирхгофа (23.24), с учетом малости
сопротивления всех проводников:
B l v - L —  = 0. (30.37)
dt
Получим дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными
—  = — . (30.38)
L dt
Интегрируя выражение (30.38), получим зависимость силы тока от 
времени
/  = ^ .  (30.39)
Запишем закон его движения проводника-перемычки, зная что она 
движется под действием силы Ампера и силы тяжести
та = mg -  I B l . (30.40)
Выразим из формулы (30.40) ускорение а, далее с учетом выражения
(30.39), а также, учитывая, что перемычка движется равноускоренно,
at2v = a t , х  = ----- ,
B 2l2at2 „ плллполучим а = g  . (30.41)
mb
Далее введем обозначения со = -^ £ L , а также учтем, что ускорение -  это
л/тЬ
вторая производная координаты по времени а = х ,  запишем уравнение
движения в виде
х  + ю2х = g . (30.42)
Решая данное дифференциальное уравнение, получим зависимость
координаты от времени (закон движения):
со
Задача 30.2. Ток в колебательном контуре зависит от времени как 
sinco0C где 1т = 9,0 мА, со0 =4,5 •104с"1. Емкость конденсатора 
С -  0,5 мкФ. Найти индуктивность контура и напряжение на конденсаторе в 
момент времени t = 0.
Циклическая частота собственных колебаний в колебательном контуре
1_
4 ь с
определяется по формуле со0 = t _ . Выразим индуктивность и подставим
числовые значения L = —^— = 1 м Гн.
со1с
Изменение напряжения на обкладках конденсатора согласно выражению
(30.4) задается уравнением
U®  = С =^С ' C0S(0°t = U™ -cosgV .
В момент времени t = 0 напряжение
U(t = 0) = Um = ^ .  (30.43)
Зная из формулы (30.3) выражение для амплитудного значения силы тока
в контуре, запишем qm = — . Далее, подставляя qm в выражение (30.43),
ю0
получим
Т
U(t = 0) = 4m- = —?»_ = о ,4В .
С ю0С
Задача 30.3. Колебательный контур состоит из конденсатора емкости С 
и катушки с индуктивностью L и пренебрежимо малым сопротивлением и 
ключа. При разомкнутом ключе конденсатор зарядили до напряжения Um и
затем в момент времени t = 0 замкнули ключ. Найти ток в контуре как 
функцию времени и ЭДС самоиндукции в катушке в моменты, когда 
электрическая энергия конденсатора равна энергии тока в катушке.
Изменение силы тока со временем задается уравнением
I  = I m -sincoo^
где I т =qm со0-  амплитудное значение силы тока.
Используя выражение для циклической частоты собственных колебаний
в колебательном контуре ю0 = - ^ =  и амплитудного значения напряжения на 
конденсаторе и я = ^ .  получим ток в к о ту р е  как функцию времени:
Т Т ■ ■ т^т 1 • t тт [с . tI  = I m Sinto0r = qm(Q0 sin GOo* = CUm - _ s i n - 7 —  = UmJ — sin-
4 l c  4 l c  m \ L  4 l c '
Для поиска ЭДС самоиндукции в катушке запишем закон Ома:
R I = U + es .
В нашем случае R = 0 , поэтому ss = - U .
Далее найдем напряжение U на конденсаторе в моменты, когда 
электрическая энергия конденсатора равна энергии тока в катушке. При этом
CU2 CU2 L I2 2 CU2
условии можно записать ---- — = --------1-------= --------- , откуда следует, что
2 2 2 2
\и\ = . В результате ЭДС самоиндукции в катушке в моменты, когда
V2
электрическая энергия конденсатора равна энергии тока в катушке:
и я
е„=СЛ = ms л/2 '
Задача 30.4. Колебательный контур состоит из конденсатора емкости С
и катушки с индуктивностью L. Сопротивление катушки и соединительных
проводов пренебрежимо мало. Катушка находится в постоянном магнитном
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поле, так что суммарный поток, пронизывающий все витки катушки, равен Ф. В 
момент t = 0 магнитное поле резко выключили. Считая время выключения 
очень малым по сравнению с периодом собственных колебаний контура, найти 
ток в контуре как функцию времени t.
По условию задачи в в момент времени t = 0 магнитное поле резко 
выключили, следовательно в колебательном контуре появится индукционный 
ток (но конденсатор будет еще не заряженным), поэтому согласно закону Ома
R I = £ - £ s .
Зная выражение для индукции и самоиндукции в контуре, получим
dO d l
RI  = ------- L - .  (30.44)
dt dt
Так как по условию задачи R = 0, следовательно,
Л dO T dl0 = ----- + L — ,
dt dt
тогда
O = LI0, (30.45)
где / 0-  начальный ток (непосредственно после выключения поля).
После выключения внешнего поля процесс будет описываться уравнением
0 = —- - L —  . (30.46)
Ct dt
Продифференцируем уравнение (3.46) по времени и получим
d 2I  1
/  = 0. (30.47)
dt2 LC
Выражение (30.47) является уравнением гармонических колебаний, 
решение которого имеет вид
I  = I m - c o s ( go0  ^+ <*), (30.48)
гдес°0 = 7 Г с '
Найдем амплитудное значение силы тока 1т и начальную фазу а  из 
начальных условий /(о) = / 0. Кроме того, из выражения (3.48) следует, что
-“—(о)= 0, так как в начальный момент времени t = 0 конденсатор был не
заряжен. Из этих условий получим 1т = / 0 и а  = 0. Подставляя их в выражение 
(30.48) и учитывая формулу (30.45), имеем
Ф
I  =  I Q c o s  (0Qt =  — COS (0Qt.
L
Задача 30.5. В контуре с емкостью С и 
индуктивностью L происходят свободные 
затухающие колебания, при которых ток
меняется со временем по закону /  = I me~^  sin oat.
Найти напряжение на конденсаторе в 
зависимости от времени.
т* Рис. 30.1
Рассмотрим колебалтельныи контур
состоящий из конденсатора с емкостью С, катушки с индуктивностью L,
активного сопротивления контура R (рис. 30.1). Произвольно выбираем
положительное направление обхода контура по часовой стрелке (рис. 30.1). 
Запишем закон Ома для участка контура IRL2:
R I  = cpi—ф2 + 85. (30.49)
В нашем случае ЭДС самоиндукции определяется выражением (28.14)
Td l гг Я ТТes = - L —  = - L 1 , а напряжение на конденсаторе -  cp2 -cp i=  — = сУс , где q -  
dt С
заряд на обкладке 2, тогда с учетом данных выражений запишем формулу
(3.49):
U с  = - R I  -  Ы . (30.50)
Подставим в (30.50) выражение для силы тока I  = Ime ^sincctf и его 
производной, а также учтем р = R I 2 L , получим
ПГ “ Р?
Uс  = -Ш те~^ sinco* -  Ы т(-$)е~^(дсоъШ  = — - -----(-Psinottf -  cocos со?). (30.51)
2P
Далее преобразуем выражение в скобках, для этого умножим и разделим
его на д/со2 + р2 = со0 • Далее введем угол 8:
c o s 8 =  — — , s in 8 = — . (30.52)
со0 со0
Тогда
С
-  р — sinco^ -  со— cosco^  
V ®о ю о
=  co0( c o s 8 sinco^ -  s i n 8 cosco^) =  со0 sin(co^ -  8).
Перепишем выражение (30.51) с учетом пребразований выражения в скобках:
Uс  81п(ш, _ §). (30.53)
Далее, учитывая, что p = i?/2L и со0 =  ^ , окончательно получим
л! LC
напряжение на конденсаторе в зависимости от времени:
U c = J § - I m ' е ~ ^  М®* ~  5)’
. 2 Ю где tgd = — .Р
Задача 30.6. Колебательный контур имеет емкость С = 1,1 нФ и 
индуктивность L = 5 мГн. Логарифмический декремент затухания X = 0,005. 
За какое время вследствие затухания потеряется 99 % энергии контура?
Энергия колебательного контура убывает с течением времени по закону
W  = w 0 - е “2р' , (30.54)
где Wo -  энергия контура в начальный момент времени; W -  энергия контура в 
момент времени t.
Тогда
У0 - У  г 0( 1 - е-2?')  , _2Р, _
W, w0 = 1 -  е р = 0,99.
Следовательно,
e~2pt=0,01,  т. е. е 2^  = 1 0 0 ,
откуда находим
t = ^ .  (30.55)
2Р
Чтобы найти коэффициент затухания р , выразим его через 
логарифмический декремент затухания X и частоту незатухающих колебаний в 
контуре СО о :
х =  W = =  2 ^
ш2 - р 2 М
ZC ■р
2
отсюда А? (——  р2) = 4л 2р 2;
LC
Р =  , Х (30.57)
ZC(4ti2 +A.2)
1п 100л/1С (4т12 +А.2)
Подставим выражение (30.57) в (30.55), получим t = -------- --------------------
2Х
Произведем вычисления:
1п100л/1,1-10-9 -5• 10_3(4тт2 + 2 5 -10-4) 3
t = -------------------   -^--------«6,8-10 с.
2-5-10
Задача 30.7. Участок цепи, состоящий из последовательно 
соединенных конденсатора и активного сопротивления R  = 5 Ом, подключили
к внешнему переменному напряжению с амплитудой Um -  220 В. При этом 
амплитуда установившегося тока оказалась равной 1т =10 А. Найти разность 
фаз между током и внешним напряжением.
В данном случае U  = U m coscctf, I  = I m cos(octf -  ф), где сдвиг фаз ср 
между током и напряжением определяется по формуле (30.31):
соL  —
tg(p= — - ® £ ,
К
а так как в цепи отсутствует катушка индуктивности, то L = 0.
Следовательно, разность фаз между током и напряжением определяется 
формулой
tg<P = - - ^ -  (30.58)
(oCR
Неизвестное значение емкости С найдем из выражения, связывающего 
амплитуды тока и внешнего напряжения:
I  -  и -
которое в случае L = 0 принимает вид
и ш
JM = j , . (30.59)
+  ( < в С )2
Из выражения (30.59) выразим емкость С:
1
С
Л2и т - R 2
\ IVV  т J
(30.60)
После подстановки выражения (30.60) в выражение (30.58) для tgcp 
получили
Произведем вычисления:
Ф = arctg(-4,3) = -77°.
В нашем случае это означает, что ток опережает по фазе напряжение.
31. Электромагнитные волны
Из уравнений Максвелла следует очень важный вывод: 
электромагнитное поле может существовать даже в отсутствие зарядов и 
токов! В этом случае электромагнитное поле существует в виде 
электромагнитной волны (ЭМВ), распространяющейся в пространстве со
диэлектрическая и магнитная проницаемости среды. ЭМВ -  поперечная волна. 
Это значит, что вектора Е и Н  (напряженности электрической и магнитной 
составляющей ЭМВ), а также волновой вектор к  (он указывает направление 
распространения волны) взаимно перпендикулярны и, как говорят, образуют 
правую тройку векторов. При описании ЭМВ очень часто используют вектор 
Пойнтинга S . Он указывает направление распространения волны и по 
величине равен плотности потока энергии ЭМВ (это энергия, переносимая 
волной через единичную поперечную площадку в единицу времени):
скоростью где с -  скорость света в вакууме; s и ц
(31.1)
Вектора Ё и  Н  изменяются во времени по одному и тому же закону:
Ё  -  Ё т c o s ( c o ^ - A z )  9 
Н  =  Н т c o s ( f o ^ - A z ) , (31.3 б)
где Ет и Нт -  амплитудные значения напряженностей электрической и 
магнитной составляющей ЭМВ (мы записали уравнения (31.3) для случая 
плоской волны, распространяющейся вдоль оси z). С учетом этих уравнений 
модуль вектора S  можно представить в виде
Частоты ЭМВ могут быть очень велики, и, значит, модуль S  является 
быстро осциллирующей функцией времени, поэтому часто используют ее 
усредненное значение, которое называют интенсивностью ЭМВ. Таким 
образом, интенсивность I  -  это среднее значение модуля вектора Пойнтинга, то 
есть среднее значение плотности потока энергии ЭМВ:
И, наконец, вспомним, что между Е к Н ъ  любой точке существует вполне 
определенная связь
Задача 31.1. В вакууме распространяется плоская электромагнитная 
волна, частота которой v = 100 МГц, а амплитуда электрической составляющей 
Ет = 50 мВ/м. Найти средние за период колебания значения:
а) плотности потока энергии;
б) модуля плотности тока смещения.
Ответ на первый вопрос практически готов: среднее за период колебания 
значение плотности потока энергии -  это интенсивность волны. В 
выражении (31.5) мы не знаем Нт , но у нас есть формула (31.6):
S  =  Е  Н  c o s 2 сotт т • (31.4)
(31.5)
(31.6)
Подставляем
I  = -  р - Е 2 = - е 0сЕ 2п  \  т п  0 т .
2 V М'о 2
При записи последнего выражения мы учли, что с = 1/
V^ oM'o
Для ответа на второй вопрос надо вспомнить, что такое ток смещения и 
его плотность. Мы обсуждали этот вопрос в разделе 29 «Уравнения Максвелла» 
(см. задачу 29.1 и формулу (29.11)):
-Г dD дЕ  
Используем формулу (31.3 а), учтем, что со=2теу, и  получим
(31.8)
д
1см  = е о ~ ^ { К  c o s 2 t c v * ) = - 2 t i v £ 04  sin27iv*. (31.9)
Нам необходимо найти среднее за период колебания значение модуля 
плотности тока смещения
Jc = 2 n ve0E m ( sin 2 n v t (31.10)
а для этого нужно посчитать среднее от модуля синуса. Это делается по 
обычной формуле (нужно только учесть, что модуль синуса -  это 
периодическая функция с периодом п, а не 2л;):
п 21 л \ i f * 1sin x ) = — sm xcbc - — COS X
' л J 11 0 л 0 л
(31.11)
Окончательно имеем
7,см =  4 v e 0£ m. (31.12)
Задача 31.2. Шар радиуса R = 50 см находится в немагнитной среде с 
диэлектрической проницаемостью 8 = 4,0. В среде распространяется плоская
электромагнитная волна с длиной волны X « R  и амплитудой электрической 
составляющей Ет = 2000 В/м. Какая энергия падает на шар за время t = 1,0 мин?
Обсудим условие этой задачи на простом и наглядном примере. Пусть 
речь идет о плоской световой волне, на пути которой мы поместили шар. 
Расположим за шаром экран (см. рис. 4.1). На экране появится тень этого шара -  
круг радиуса R. Это значит, что шар поглощает столько же энергии, что и диск 
того же радиуса. Это очень упрощает задачу.
Как найти эту энергию? Строго говоря, это надо делать так:
где Ф -  поток энергии, падающий на диск (поток энергии -  это энергия, 
падающая на диск в единицу времени). Его можно выразить через плотность 
потока энергии, то есть через модуль вектора Пойнтинга:
(31.13)
о
Ф  =  |М с т ,
'" "7 Т \
R
где о = tiR2 -  площадь диска. 
Волна плоская, поэтому
а
(31.14)
Рис. 31.1
Время регистрации 
(t = 1,0 мин) гораздо больше 
периода колебаний в ЭМВ
(это, кстати, можно очень просто оценить: Т  = 0, 33-10"® с ) ,
V  С с
поэтому можно перейти к усредненным значениям:
о
Воспользуемся формулой (4.6) и получим окончательный ответ:
Задача 31.3. Считая, что частица имеет форму шарика и поглощает весь 
падающий на нее свет, найти радиус частицы, при котором гравитационное
притяжение ее к Солнцу будет компенсироваться силой светового давления.
26Мощность светового излучения Солнца Р  = 4*10 Вт, плотность частицы 
р = 1,0 г/см3. Масса Солнца Мс = 2* Ю30 кг.
В этой задаче говорится о еще одном важном свойстве электромагнитных 
волн (и световых в том числе): падая на поверхность тела, ЭМВ оказывают на 
него давление. Понять природу этого явления легко, если рассматривать волну 
как поток фотонов, каждый из которых обладает своим импульсом. Попадая на 
мишень, фотоны передают ей свой импульс, что приводит к появлению силы 
давления на мишень. Расчеты показывают, что давление, создаваемое ЭМВ, 
определяется формулой
P  = (l + Y)(w),
где у -  коэффициент отражения от поверхности (в нашем случае частица 
поглощает весь падающий на нее свет, поэтому у = 0); (w) -  среднее значение
плотности энергии ЭМВ. Эта величина связана со средним значением модуля 
вектора Пойнтинга (и соответственно с интенсивностью волны) соотношением
/ \ (s ) 1
W =  ,  7 -  (31Л6)С' о
I
поэтому Р — (31.17)С
Перейдем к решению задачи и запишем равенство сил тяготения и 
давления
тМ , 
R
4 з
где m = pV  = p —nr , т -  масса частицы (г -  ее радиус); R -  расстояние до 
Солнца.
В предыдущей задаче мы выяснили, что при падении плоской волны на 
шар его можно заменить диском того же радиуса. Это значит, что силу 
светового давления можно записать в виде
= р п г 2 =(31.20)
Нам нужно найти интенсивность светового излучения на расстоянии R от 
Солнца. Сделаем это так. Мы знаем мощность излучения Солнца -  это энергия, 
которую излучает Солнце в единицу времени. Представим себе сферическую 
поверхность радиуса R (ее площадь 4nR ). Поток энергии Ф через нее (то есть 
энергия, проходящая через эту поверхность в единицу времени) равен энергии, 
излучаемой Солнцем в единицу времени, то есть мощности излучения. 
Интенсивность -  это поток энергии через единичную поперечную площадку, 
поэтому
Ф _ Р  
~ 4%R2 ~ 4%R2 '
Итак,
р х* п = -™ - = ~ ^ г  ■ (31.21)
Нам осталось лишь подставить все в равенство (31.18):
4 зЛ/Г р - п г М с р
( j — --- =------ = ----- 7Г2
R 2 4 cR2
и найти радиус частицы
г  = ----------------- = 0 ,6  мкм.
\6 n G cp M c
Задача 31.4. Плоский конденсатор с круглыми пластинами медленно 
заряжают. Показать, что поток вектора Пойнтинга через боковую поверхность 
конденсатора равен приращению энергии конденсатора за единицу времени.
Будем считать для определенности, что нижняя обкладка конденсатора 
заряжена положительно, а верхняя -  отрицательно (см. рис. 31.2). Это значит, 
что вектор напряженности электрического поля Е направлен вверх (а само поле 
является однородным). Пусть заряды на обкладках увеличиваются -  значит 
напряженность поля тоже будет возрастать. Переменное электрическое поле 
приводит к возникновению магнитного поля (четвертое уравнение 
Максвелла (29.4)), линии которого представляют окружности с центром на оси
системы (рис. 31.2). Вектор Н  направлен по касательной к окружности в 
каждой точке, и поэтому вектор Пойнтинга S будет направлен радиально к оси 
(см. формулу (31.1)). Это вполне понятно -  энергия конденсатора 
увеличивается, поэтому поток электромагнитной энергии направлен в объем, 
находящийся между обкладками конденсатора.
Зададим размеры конденсатора (R -  радиус обкладок, d -  расстояние 
между ними) и воспользуемся уравнением (29.4). Рассмотрим левую его часть 
и выберем в качестве контура L окружность радиуса R, изображенную 
пунктиром на рис. 31.2:
<j) H dl = <j) H dl = H 2 n R . (31.23)
L L
Вычислим правую часть уравнения (29.4):
4-\D d S  = Е0 ^  f  EdS = е0 f  60 ^  . (31.24)
d t Js d t Js d t Js d t
Рис. 31.2
Приравнивая эти выражения, найдем напряженность магнитного поля на 
боковой поверхности конденсатора
d E R
Н  = £г
dt 2
(31.25)
Далее по формуле (31.2) можно найти модуль вектора Пойнтинга
dE R  
S  = Е Н  = г пЕ (31.26)dt 2 ’
Отметим, что модуль вектора одинаков по величине во всех точках 
(электрическое поле однородно), при этом вектор S во всех точках боковой 
поверхности конденсатора направлен по нормали к ней.
С учетом сказанного вычислим поток Ф вектора Пойнтинга через 
боковую поверхность конденсатора о (о = 2iiRd):
0  = ^ S d d  = jS d G  = S2n R d  = е0Е — nR 2d  =
dE  , d  ( s 0E 2 
2dt dt
и  и  v  /
где V -  объем конденсатора.
Рассмотрим выражение, стоящее под знаком производной:
(31.27)
■ V  = wEV  = WE.
л  dW E
Итак, d T '  (31.28)
В правой части этого выражения стоит скорость изменения энергии 
электрического поля конденсатора, то есть приращение энергии конденсатора 
за единицу времени. Что и требовалось доказать.
Задача 31.5. Ток, протекающий по обмотке длинного соленоида, 
медленно увеличивают. Показать, что скорость возрастания энергии 
магнитного поля в соленоиде равна потоку вектора Пойнтинга через его 
боковую поверхность.
Ток, протекающий по обмотке соленоида, 
создает в его объеме магнитное поле. При 
увеличении тока напряженность этого поля Н  
возрастает, и, согласно второму уравнению 
Максвелла (29.2), возникает вихревое 
электрическое поле Ё , линии которого 
представляют собой окружности с центром на 
оси соленоида (рис. 31.3).
Решение задачи, по сути, напоминает 
задачу предыдущую -  надо найти поток вектора Пойнтинга через боковую 
поверхность соленоида и показать, что он равен скорости возрастания энергии 
магнитного поля в соленоиде.
Найдем напряженность электрического поля на боковой поверхности 
соленоида, считая, что его радиус равен R. Возьмем в качестве контура L 
окружность радиуса R (она изображена пунктиром на рис. 31.3). Рассмотрим 
левую часть уравнения (29.2). Вектор Ё в каждой точке этого контура 
направлен по касательной к окружности и имеет одну и ту же величину, 
поэтому
|
Рис. 31.3
<j) E dl = ф E tdl = Ej 2nR  . (31.29)
z z
Обратим внимание на индекс I -  он указывает на то, что речь в этом 
выражении идет о проекции вектора Е  на направление обхода контура (в 
нашем случае он происходит против часовой стрелки, если смотреть сверху).
Преобразуем правую часть этого уравнения с учетом однородности 
поля Е :
—  \S d S =  —  \B d S  = — лД 2 = ц 0— kR 1. (31.30)
d t{  d t J dt 0 dt
Подставляя эти выражения в уравнение (29.2), получим
d H  R
Е ' = - ^ 2 -
Знак минус в этом выражении говорит о том, что вектор Ё направлен 
противоположно направлению обхода контура, при этом его модуль
Z7 d H  R  /" 3  1 o nЕ  = (31.31)
Найдем модуль вектора Пойнтинга
HT-f R
S  = E H  = \xQH  . (31.32)
0 dt 2
Модуль вектора одинаков по величине во всех точках (магнитное поле 
однородно), при этом вектор S во всех точках боковой поверхности соленоида 
направлен по нормали к ней в сторону оси системы.
С учетом сказанного вычислим поток Ф вектора Пойнтинга через 
боковую поверхность соленоида а (а = 2iiRl):
(  2 Л
Ф= ГЙст= \S d a  = S2nRl = n0H —^ - V
1 J 0 d t .  2a a V
где V -  объем соленоида, I -  его длина.
Рассмотрим выражение, стоящее под знаком производной:
Итак, Ф
b ! L v = W u Y = W u .
dW„_
dt
Что и требовалось доказать.
Задача 31.6. Нерелятивистские протоны, ускоренные разностью 
потенциалов U, образуют пучок круглого сечения с током I. Найти модуль и 
направление вектора Пойнтинга вне пучка на расстоянии г от его оси.
Для начала разберемся с 
условием задачи. Пусть протоны летят 
слева направо (рис. 31.4). Этот пучок 
эквивалентен току, протекающему по 
проводнику в том же направлении. Этот 
ток создает в окружающем 
пространстве магнитное поле, 
напряженность которого
/ Рис. 31.4
Н  = (31.34)
2 пг ’
Направление вектора Н  указано на рис. 4.4. С другой стороны этот пучок 
эквивалентен длинному проводнику, заряженному с линейной плотностью 
заряда X, который создает в окружающем пространстве электрическое поле с 
напряженностью
к
Е  =
2пе0г ’ (31.35)
Таким образом, вектор Пойнтинга S направлен в ту же сторону, что и 
пучок протонов (рис. 4.4), и его модуль
IX
S  = Е Н  = 
359
Вопрос заключается в том, чему же равна X. По смыслу это заряд, 
приходящийся на единицу длины проводника, то есть в нашем случае -  
суммарный заряд протонов, находящихся на участке пучка единичной длины. 
Его можно записать в виде
где е -  заряд протона; п -  их концентрация; S -  площадь поперечного сечения 
пучка. Концентрацию мы не знаем, но ее можно найти из формулы, 
связывающей силу тока в проводнике с концентрацией свободных зарядов и 
средней скоростью их упорядоченного движения <и> :
Здесь, однако, следует учесть, что протоны в пучке имеют вполне 
определенную скорость v, поэтому
Эту скорость мы можем найти, применив теорему о кинетической 
энергии: изменение кинетической энергии частицы равно работе сил, 
действующих на нее. В нашем случае это работа электрических сил, и мы 
знаем, чему она равна: А = eU. Итак, протоны приобрели кинетическую 
энергию, пройдя ускоряющую разность потенциалов U, поэтому
X = e n S , (31.37)
/  = e n ( u ) S .
I  = e n v S . (31.38)
mv,2
2
= e U ,
2 eU
v =
m (31.39)
Нам осталось все собрать. Из формулы (31.38) находим
подставляем это выражение в формулу (4.37):
и, наконец, получаем ответ:
Задача 31.7. Нерелятивистская заряженная частица движется в 
поперечном однородном магнитном поле с индукцией В. Найти закон убывания 
(за счет излучения) кинетической энергии частицы во времени. Через сколько 
времени ее кинетическая энергия уменьшится в е раз?
В этой задаче говорится об одном важном физическом явлении: любой 
ускоренно движущийся заряд q излучает электромагнитные волны, теряя при 
этом свою кинетическую энергию. Мощность излучения определяется по 
формуле
где а -  ускорение, с которым движется заряд.
В нашем случае заряд движется по окружности под действием силы 
Лоренца и его центростремительное ускорение легко определить по второму 
закону Ньютона:
Мощность излучения -  это энергия, теряемая зарядом в единицу времени:
(31.42)
dW
dt
Wk .
В последнем выражении мы учли, что Wk =
Для удобства дальнейших вычислений введем обозначение
In—— = - a t ,  
Wk о
Wk = W ko V x p (- a t ) . (31.44)
Мы ответили на первый вопрос -  нашли зависимость кинетической 
энергии частицы от времени. Вторая часть задачи решается легко:
Задача 31.8. В направлении максимального излучения на расстоянии 
го = 10 м от элементарного диполя (волновая зона) амплитуда напряженности 
электрического поля Ето = 6 В/м. Найти среднее значение плотности потока 
энергии на расстоянии г = 20 м от диполя в направлении, составляющем угол 
0 = 30° с его осью.
Прежде чем мы решим эту несложную задачу, необходимо кое-что 
вспомнить. Электрическим диполем называется система, состоящая из двух 
зарядов, равных по величине и противоположных по знаку. Диполь 
характеризуется дипольным моментом р, р  = ql, где I -  расстояние между 
зарядами. Если это расстояние менять по гармоническому закону, то такой 
диполь будет называться осциллирующим. Это одна из простейших систем, 
способных излучать электромагнитные волны (ЭМВ). Диполь называется 
элементарным, если выполняется условие 1 « 'к , где 'к -  длина волны 
излучения. Область пространства, находящаяся на расстоянии г » к ,  называется 
волновой зоной. ЭМВ в волновой зоне является сферической, и ее
1
(31.45)
е а
интенсивность I  на расстоянии г от диполя (а это как раз 
значение плотности потока энергии) определяется 
формулой
(31.46)
где 0 -  угол между направлением излучения и осью 
диполя (рис. 31.5); 1т -  интенсивность волны в плоскости, 
перпендикулярной оси диполя (0 = 90°). Эта 
интенсивность (формула (31.5)):
/  (г ) = ЕтН т 
Л )  2 ’
и с учетом равенства (4.6) ее можно записать в виде
(31.47)
Нам осталось выразить Ет через Ето. 
Это сделать легко -  в сферической волне 
амплитуда колебаний убывает обратно 
пропорционально расстоянию от источника. 
Поэтому
Е т0
'0
Г Е т = Е тО
(31.48)
Подставляем выражения (31.47) и 
(31.48) в формулу (31.46) и получаем ответ:
/ ( г )  = -  £  
 ^ '  2 V Но
( г  V
"'от 0 sin2 0 = 3 мВт/м2 . (31.49)
Задача 31.9. Электромагнитная волна, излучаемая элементарным 
диполем, распространяется в вакууме так, что в волновой зоне на луче, 
перпендикулярном оси диполя, на расстоянии г от него, среднее значение
и есть среднее
Рис. 31.5
плотности потока энергии равно 1т. Найти среднюю мощность излучения 
диполя.
В волновой зоне волна будет сферической. Выберем мысленную 
поверхность в виде сферы радиуса г, в центре которой находится диполь 
(рис. 31.6). Средняя мощность излучения диполя -  это энергия, излучаемая 
диполем в единицу времени, и эта энергия переносится через выбранную нами 
поверхность. Таким образом, средняя мощность излучения диполя равна 
среднему потоку энергии ЭМВ Ф через поверхность сферы, а его можно 
посчитать по формуле
Ф = | Ж ,  (31.50)
s
где I  -  интенсивность волны, то есть среднее значение плотности потока 
энергии. Она определяется выражением (31.46) и зависит от угла 0, поэтому в 
качестве элемента поверхности dS возьмем площадь кольца (рис. 31.6) радиуса 
х (х = rsinO) и толщиной dl (dl = rdQ): dS = 2wxdl = 2кг2 sinO dQ. Посчитаем этот 
интеграл:
ф = 2nr% J sin30 ^ 0 = - з г о - ч . | ( i - c o s 2 e ) d c o s e = ^ V - / m (3 i .51)
0 0 **
32. Интерференция света
Интерференция света представляет собой явление наложения 
когерентных волн, при котором происходит перераспределение светового 
потока в пространстве и возникают максимумы и минимумы интенсивности 
света (освещенности).
К методам получения интерференции можно отнести Кольца Ньютона, 
бипризму Френеля, интерференцию на двух щелях (опыт Юнга) и другие. 
Кольца Ньютона возникают при отражении света от поверхностей воздушной
прослойки, образованной между стеклянной пластинкой и соприкасающейся с 
ней выпуклой поверхностью линзы с радиусом кривизны R. Радиусы колец
причем кольца светлые, если к  -  нечетное; темные, если £ -  четное.
Проведем расчет интерференционной картины, создаваемой двумя 
когерентными источниками.
Пусть есть два когерентных источника Si и S2, которые создают на 
экране интерференционную картину. Это могут быть, например, две щели. 
Будем считать, что расстояние между источниками света d  много меньше, чем 
расстояние до экрана I (рис. 32.1).
Рис. 32.1
В произвольную точку на экране Р  приходят два луча света различной 
длины. Тогда по теореме Пифагора можно записать
Si
l \ - l l = 2 x d ,  
(/2 - / 1)(/2 + / i )  = 2xc/.
Разность световых путей в однородной среде представляет собой 
оптическую разность хода А. Но поскольку / »  х, то можно приближенно 
заменить:
2А/ = 2xd,
откуда
х  = А—. 
d
Условия минимума и максимума:
* г = (  2 *  +  1 ) у ^ .  (32 .1)
х Г * = к к  (32 .2)
определяют координаты темных и светлых полос на экране. При этом ширина 
интерференционной полосы может быть найдена как
(32 .3)
Задача 32.1. Система состоит из двух точечных когерентных излучателей 
1 и 2, которые расположены в некоторой плоскости так, что их дипольные
моменты перпендикулярны к этой плоскости. 
Расстояние между излучателями d, длина волны 
излучения X. Имея в виду, что колебания 
излучателя 2 отстают по фазе на а(а<тг) от 
колебаний излучателя 1, найти:
а) углы 0, в которых интенсивность 
излучения максимальна;
б) условия, при которых в направлении 0 = я  
интенсивность излучения будет максимальна, а в 
противоположном направлении — минимальна.
а) Сдвиг фазы между колебаниями, создаваемыми излучателями 1 и 2 в 
направлении, характеризующемся углом 0 (см. рис. 32.2), определяется 
разностью хода А = d  cos 0 и разностью начальных фаз а:
2я Д  2nd  c o s  0
Аф = ф1- ф 2 = —— + а  = -----   + а .
К к
Максимум интенсивности наблюдается в случае, когда
2nd  c o s  0 
Аф =  + а  = 2пп,
А,
где п -  целое число. В результате получаем
X СИ
C O S 0 max =  - ( « - — Х ГД е  П =  0 , 1 , 2 . . .
d 2 п
б) Максимум интенсивности при 0 = 0 будет наблюдаться, когда
2nd  c o s  0 
Аф = -------------+ а  = 2пп + п,
А,
где п -  целое число, а минимум при 0 = п, когда
2nd  c o s  п
Аф = --------------+ а  = -2пп .
X
Минус в правой части последнего уравнения появился из-за того, что 
разность фаз величиной 2 ш  при п > 1 обусловлена разностью хода А, а А 
меняет знак при изменении величины 0 с нуля на п. Переписывая полученные 
уравнения, получаем
2nd
X 
2nd
f  а  = 2пп + п, (32.4)
f а  = -2  пп. (32.5)
X
Последовательно складывая и вычитая уравнения (32.4) и (32.5) 
получаем значения а и d, обеспечивающие условия задачи
п  1
а  =  , d / X  = n + —, г д е «  =  0 ,1 ,2 . . .
2  4
Задача 32.2. На рис. 32.3 показана интерференционная схема с 
бизеркалами Френеля. Угол между зеркалами а = 12’, а расстояния от линии 
пересечения зеркал до узкой щели S и экрана Э равны соответственно г = 10,0 
см и b = 130 см. Длина волны света 'к = 0,55 мкм. Определить:
а) ширину интерференционной полосы на экране и число возможных 
максимумов;
б) сдвиг интерференционной картины на экране при смещении щели на 
8/ = 1,0 мм по дуге радиуса г с центром в точке О;
в) при какой максимальной ширине щели /гтах интерференционные 
полосы на экране будут наблюдаться еще достаточно отчетливо?
а) Выберем ось х  так, как показано на рис. 32.3. Источники S ’ и S” 
являются зеркальными изображениями источника света S  в двух зеркалах. Из 
рис. 5.3 ясно, что расстояние между S ’ и S
S ’S” = 2га.
Э
Рис. 32.3
Отсюда согласно формуле
получаем выражение для ширины интерференционной картины:
X Ц Ь + r )
А = -  = — ------ = 1,1 мкм, (32.6)
Ф 2 га
где ф = 2га/(Ь+г) -  угол, под которым источники S’ и S” видны из точек, 
расположенных на экране.
Ширина интерференционной картины на экране 2хтах ограничивается 
двумя пунктирными линиями на рисунке, проведенными через источники S’, S” 
и точку О. Из рисунка видно, что
2хШах = 2 ab. (32.7)
Используя выражения (32.6) и (32.7), можно найти полное число 
максимумов в интерференционной картине п, расположенных по одну сторону 
от оси ОО’ (не считая центрального максимума), п равно максимальному
"^ тах
целому числу, которое меньше, чем отношение >
* т а х  =  2 а 2Ь г  =  /| 1
Ах Х(Ь + г)
Следовательно, п = 4. Это значит, что полное число максимумов в 
интерференционной картине с учетом центрального максимума
N =  2п+\ = 9.
б) При смещении источника S  на расстояние 8/ по дуге радиуса т с 
центром в точке О источник S  повернется вокруг оси, проходящей через 
точку О и перпендикулярной к плоскости рисунка на угол, равный 81/Ь. 
Зеркальные изображения S’ и S” повернутся при этом вокруг этой же оси на 
такой же по величине угол. Следовательно, на такой же угол повернется вокруг 
указанной оси центр интерференционной картины. Поэтому сдвиг 
интерференционной картины на экране составит
8х = Ы-Ъ/ г  = 0,13 см. (32.8)
в) Интерференционные полосы на экране будут наблюдаться отчетливо 
до тех пор, пока максимумы интерференционной картины, создаваемой одним 
краем источника S  шириной /гтах, не совпадут с минимумами картины,
создаваемой другим краем источника. Используя результаты, полученные в 
пунктах а) и б), это условие можно записать следующим образом:
8 х < А х /2 . (32.9)
Подставляя в формулу (32.9) выражения (32.6) и (32.7) для Ах и Ьх и 
полагая 5/ = h ^ ,  получаем
М и  ЦЬ  + г)  
г  4 а  г
Отсюда
, Х(1 + г / Ь )  „
Amax =  ---------- =  4 3  м к м -
4 а
Задача 32.3. В опыте Ллойда световая волна, исходящая непосредственно 
из источника S  (узкой щели), интерферирует с волной, отраженной от зеркала 3. 
В результате на экране Э образуется система интерференционных полос.
Расстояние от источника до экрана /  = 100 см. При некотором положении 
источника ширина интерференционной полосы на экране Ах = 0,25 мм, а после 
того как источник отодвинули от плоскости зеркала на Ad = 0,60 мм, ширина 
полос уменьшилась в ц = 1,5 раза. Найти длину волны света.
Э
Согласно формуле (32.3):
расстояние d  между источниками S  и его мнимым изображением S ’:
d = ™ .
А х
После отодвигания источника S  это расстояние стало
, _ а ,  Я/ Т1XI
d  + 2A d  = -------- = .
А х / т] Ах
Вычтя первое равенство из второго, получим
2АхА d
к  = ---------- =  0 ,6  мкм.
/ ( л - i )
. 2A xA d  Л ,
Ответ: Л = -----------= 0 ,6  мкм.
/ ( л - 1 )
Задача 32.4. Плоская монохроматическая световая волна падает 
нормально на диафрагму с двумя узкими щелями, отстоящими друг от друга на 
d  =  2,5 мм. На экране, расположенном за диафрагмой на / = 100 см, образуется 
система интерференционных полос. На какое расстояние и в какую сторону 
сместятся эти полосы, если одну из щелей перекрыть стеклянной пластинкой 
толщиной h = 10 мкм?
Рис. 32.5
При отсутствии стеклянной пластинки (рис. 32.5) разность хода лучей 1 и 
2 до точки О равна нулю, и мы имеем здесь центральный максимум 
интерференционной картины.
Если поместить стеклянную пластинку (рис. 32.6) толщиной h с
показателем преломления п 
перед щелью 1, то длина 
оптического пути луча 1 
вырастет на величину
Aj = (п -1  )h.
В результате точка О 
перестанет быть центром интер­
ференционной картины.
Компенсация дополнительного 
оптического пути луча 1 может быть достигнута в некоторой точке А  на экране, 
лежащей выше точки О, за счет увеличения оптического пути луча 2 по 
сравнению с лучом 1.
Разность оптических путей света от щелей 1 и 2 до точки А  с 
координатой х  определяется формулой
xdА =
I
Перемещение центрального максимума х, а следовательно, и всей 
интерференционной картины определяется равенством А = Аь т. е.
xd
I
= (n -V )h .
_ ( n - l ) h l
Окончательно получаем х  -  ~  — 2 мм, интерференционная
картина сместится в сторону щели, закрытой стеклянной пластинкой.
(п - 1  )М
Ответ: х  = = 2 мм.
Задача 32.5. На поверхности стекла находится тонкая пленка воды. На 
нее падает свет с длиной волны X под углом а  к нормали. Найти скорость, с 
которой уменьшается толщина пленки (из-за испарения), если интенсивность
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отраженного света меняется так, что промежуток времени между 
последовательными максимумами отражения равен А/.
Пусть на тонкую оптически однородную прозрачную пленку толщиной d  
и показателем преломления п , находящуюся в вакууме (п = l), падает под 
углом (X монохроматическая световая волна П (рис. 32.7). Достигнув 
поверхности пленки в точке А, волна частично отразится (луч 1), частично 
преломится под углом р и, достигнув нижней поверхности пленки в точке В, 
частично отразится, частично преломится и выйдет из пленки (луч 3). В точке С  
волна вновь делится: преломляется и выходит в вакуум (луч 2), отражается и, 
достигнув точки F, преломляется и покидает пленку (луч 4).
Волны 1, 2, 3, 4 образуются из одного падающего луча П и являются 
когерентными. Лучи 1 и 2 называют отраженным светом, лучи 3 и 4 -  
проходящим светом.
Найдем условия образования интерференционных максимумов и 
минимумов для отраженного света. Поставив на пути лучей 1 и 2 собирающую 
линзу, получим на экране Э в точке Р  результат их интерференции, зависящий 
от оптической разности хода волн 1 и 2. Для того чтобы определить А , опустим 
перпендикуляр СЕ на прямую АЕ. От плоскости СЕ до точки Р  лучи 1 и 2 
проходят одинаковые оптические пути.
Оптическая разность хода А возникает на участке от точки А до 
плоскости ЕС. Луч 2 проходит оптический путь (АВ + ВС) п, в то время как 
луч 1 проходит в вакууме путь АЕ.
Кроме того, при отражении световой волны от оптически более плотной 
среды (показатель преломления п имеет большее значение) вектор Ё 
напряженности светового луча изменяет свою фазу на к, что эквивалентно
тому, как если бы оптический путь изменился на ^  -  половину длины волны.
(Скачок фазы на ж в оптике трактуется как потеря полуволны).
В рассматриваемом случае это происходит при отражении падающего 
луча в точке А (в точке В  отражение происходит от оптически менее плотной 
среды, и вектор Е не изменяет свою фазу).
Таким образом,
и, учитывая закон преломления света --------= п , из формулы (32.10) для
sinP
оптической разности хода получим выражение
(32.10)
Из геометрических соображений имеем
АВ = ВС  = ——г , АС  = 2AD  = 2d - tg P , sin а
АЕ
cos|3 ’
и А Е  = 2 d  • tg р • sin а
АС
sin а
А - О  ХСветовые волны 1 и 2 усиливают друг друга, если А -  2ж — или
2dyjnz -  sin2 a  =2<//zcosp = ( 2 m - l ) —. (32.12)
2
Из формулы (32.12) следует, что переход к следующему максимуму 
происходит при условии Ат = 1 и = vAt. Отсюда v - искомая скорость:
X
v =
l A t y l n 2 -  s in 2 а
где и - показатель преломления воды.
Ответ: v —-------, ^  — .
2AtyJn2 -  s in 2 а
Задача 32.6. Плоско-выпуклая стеклянная линза с радиусом кривизны 
сферической поверхности R  = 12,5 см прижата к  стеклянной пластинке. 
Диаметры ж-го и (т+5)-го темных колец Ньютона в отраженном свете равны. 
Определить длину волны света и номер кольца т.
Разность хода двух лучей, 
отраженных от воздушной прослойки 
между сферической поверхностью линзы 
и стеклянной пластинкой (рис. 32.8):
А Г1 ХА = —  + —.
R  2
Условие для наблюдения темных 
колец записывается следующим образом:
г2 X X
— ь — = тХ+ —,
R  2 2
где т -  целое число. Запишем это
условие для m-го и (т+5)-го колец:
4 R
Вычитая уравнение (32.13) из (32.14), получим
5 X = d ' ~ d'
w = m h  ( 3 2 л з )
2^
—  = (т + 5)Х. (32.14)
4Д
72 72
20R
Из уравнения (32.13) следует
1 d2 ~ d  X = —-----   = 0,5 мкм.
£  £  20R 5 £
т = — —^ = ----- 4 ----- =- = , 1 , = 4.
4RX 4 R(£2 - d t )  d2 - d \
j 2  __ j 2
Ответ: X = —-----  = 0,5 мкм, т = 4.
20 R
Задача 32.7. Сферическая поверхность плоско-выпуклой линзы 
соприкасается со стеклянной пластинкой. Пространство между линзой и 
пластинкой заполнено некоторой прозрачной жидкостью. Известны показатели 
преломления линзы щ, данной жидкости П2 и пластинки щ, причем щ< П2< щ. 
Радиус кривизны сферической поверхности линзы равен R. Определить радиус 
TV-ro темного кольца в отраженном свете, длина волны которого X.
Параллельный пучок света падает нормально на плоскую поверхность 
линзы JI (луч падающий) и частично отражается от верхней и нижней 
поверхностей воздушного зазора между линзой JI и пластинкой П.
При интерференции когерентных лучей 1 и 2 возникают полосы равной 
толщины, имеющие вид концентрических окружностей.
оРис. 32.9
Пусть гт -  радиус темного кольца с номером т.  Из ДОАВ 
R 2 = r 2m + ( R - d f .
г 2
Так как d  «  гт, то 2d = — . (32.15)
R
Используем условия минимума для интерференции в тонких пленках 
(темные кольца). Световые волны 1 и 2 ослабляют друг друга, если
А = (2т  +1) — или 
2
Id 'J n 2 -  sin2 а  -  2dwcosP = 2m —t
*2r
Вывод данной формулы аналогичен задаче 32.5, формула (32.12). 
Учитывая, что а  = Р = 0 , имеем
2dn  = т к. (32.16)
Подставим выражение (32.16) в формулу (32.15) и найдем радиусы
темных колец
т Кк
г-»=\1— ’ (32.17)
где п -  показатель преломления вещества клина.
Для воздушного слоя п = 1.
По условию задачи соотношение между показателями преломления 
щ< П2< щ, при этом «потеря» полуволны (это ведь скачок фазы на я) 
происходит при отражении от обеих поверхностей границы жидкость -  стекло, 
и они «гасят» друг друга. Поэтому условие образования т-то темного кольца 
выглядит так:
ld n 2 = (m -1  / 2)Х, где т = 1,2, ...N , ... (32.18)
Исключив d  из уравнений (32.15) и (32.18), получим формулу для 
радиуса N-го кольца
rN = y j ( N - l / 2 ) X R / n 2.
Ответ: rN = yJ(N - 1 / 2)XR /  п2.
33. Дифракция света
Дифракция -  явление, наблюдаемое при распространении волн в среде с 
неоднородностями и связанное с отклонением от законов геометрической 
оптики.
Дифракция наблюдается, если длина волны света сравнима с размерами 
препятствий: Хсе ~  d. В случае, если выполняется неравенство Хсе <С d, то 
выполняются законы геометрической оптики. Экспериментально дифракция 
открыта Гримальди в 1665 году. Для понимания дифракции используется 
принцип Гюйгенса: каждая точка фронта распространяющейся волны является 
источником вторичных волн: огибающая вторичных волн является фронтом 
распространения волны.
Френель дополнил принцип Гюйгенса представлением об 
интерференции вторичных волн.
Для нахождения амплитуды светового колебания, возбуждаемого в 
точке Р  сферической волной, распространяющейся в однородной среде из 
точечного источника S, Френель предложил разбить фронт волны на кольцевые
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зоны (зоны Френеля), построенные так, что расстояния от краев каждой зоны
Xдо точки Р  отличаются на — (А, -  длина световой волны в той среде, в которой
распространяется волна). Смысл разбиения поверхности на зоны Френеля 
состоит в том, что разность фаз элементарных вторичных волн, приходящих в 
точку наблюдения от данной зоны, не превышает ж. Сложение таких волн 
приводит к их взаимному усилению. Поэтому каждую зону Френеля можно 
рассматривать как источник вторичных волн, имеющих определенную фазу. 
Две соседние зоны Френеля действуют как источники, колеблющиеся в 
противофазе, то есть вторичные волны, распространяющиеся из соседних зон в 
точке наблюдения, будут гасить друг друга.
Одним из устройств, на которых наблюдается дифракционная картина, 
является дифракционная решетка, которая представляет собой систему 
чередующихся прозрачных и непрозрачных полос. Суммарная ширина 
прозрачного и непрозрачного промежутков d  называется шагом решетки. При 
падении света на дифракционную решетку каждая прозрачная полоса является 
как бы отдельным источником вторичных волн. Интерференция множества 
таких лучей дает на экране сложную дифракционную картину. В частности, для 
главных максимумов дифракционной картины справедлива формула
dsincp = кХ,
где ф -  угол, соответствующий одному из максимумов дифракционной 
картины; X -  длина волны света; к -  целое число (номер дифракционного 
максимума). Разрешающая способность дифракционной решетки определяется 
следующим соотношением:
Проверим, например, воспользовавшись формулой для главных 
максимумов, могут ли перекрываться спектры первого и второго порядков 
дифракционной решетки при освещении ее видимым светом (400-700 нм).
Для этого применим формулу дифракционной решетки к дальнему краю 
спектра первого порядка (наиболее сильно отклоняются длинные волны) и к 
ближнему краю спектра второго порядка, считая, что они совпадают (т. е. 
Ф1 =  Фг):
2-400 Ф 700,
т. е. равенство не может быть выполнено, причем угол, соответствующий 
спектру второго порядка {к = 2), заведомо больше угла, соответствующего 
спектру первого порядка. Следовательно, ответ отрицательный -  спектры 
первого и второго порядка перекрываться не могут.
Задача 33.1. Между точечным источником света и экраном поместили 
диафрагму с узким отверстием, радиус г которого можно менять. Расстояния от 
диафрагмы до источника и экрана равны а = 100 см и b = 125 см. Определить 
длину волны света, если максимум освещенности в центре дифракционной 
картины на экране наблюдается при r\ = 1,29 м.
Предположим, что при г = г\ для центральной точки дифракционной 
картины на экране диафрагма открывает т зон Френеля. Согласно формуле 
радиуса внешней границы /и-й зоны Френеля
г' Ч - £ ь ”*~ (33.1)
Следующий максимум при г = будет наблюдаться, когда число 
открытых зон Френеля увеличится на две:
Г* = \ 1 ^ (т  + 2)Х- (33-2)
Возводя уравнения (33.1) и (33.2) в квадрат и вычитая после этого из 
последнего уравнения первое, получим
j - f = - E L (m + 2 - m Vi = b t o .
a + b  а+ Ь
Отсюда получаем ответ:
x _ ( r l - r ? ) { a  + b)
=  0,6  м км.
2 ab
Задача 33.2. Плоская световая волна X = 640 нм с интенсивностью /о 
падает нормально на круглое отверстие радиуса г  = 1,20 мм. Найти 
интенсивность в центре дифракционной картины на экране, отстоящем на 
расстояние Ъ — 1,5 м от отверстия.
Определим число открытых зон Френеля для центральной точки на 
экране. Согласно формуле радиуса внешней границы т -й зоны Френеля при 
а—>оо (т. к. падающая на диафрагму волна плоская):
Отсюда, подставляя числовые значения соответствующих параметров, 
получаем
т. е. открыто 1,5 зоны Френеля. Векторная диаграмма этого случая показана на 
рис. 33.1.
В
О
Рис. 33.1
Из рисунка видно, что амплитуда световой волны в центре
дифракционной картины ОВ = л /2 ^ ,  где Aq -  амплитуда волны при полностью 
открытой диафрагме. Поскольку интенсивность световой волны 
пропорциональна квадрату амплитуды, то искомая интенсивность 
/ = 2/0.
Задача 33.3. Плоская световая волна с X = 0,60 мкм падает нормально на 
достаточно большую стеклянную пластинку, на противоположной стороне 
которой сделана круглая выемка (см. рис. 33.2). Для точки наблюдения Р  она 
представляет собой первые полторы зоны Френеля. Найти глубину h выемки, 
при которой интенсивность света в точке Р  будет:
а) максимальной;
б) минимальной;
в) равной интенсивности падающего света.
Рис. 33.2
Пусть сначала глубина выемки равна нулю. На рис. 33.3 показана спираль 
Френеля и вектор а  , представляющий вклад в амплитуду электромагнитного 
излучения от первых полутора зон Френеля. Вектор с  показывает вклад от всех
зон Френеля, поэтому вектор Ъ дает вклад от всех зон Френеля, кроме первых
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полутора зон. При увеличении глубины 
выемки изменяются фазовые соотношения 
между этими векторами.
Оптическая длина пути для света, 
проходящего через выемку глубиной h в 
стеклянной пластинке с показателем 
преломления п меньше, чем для света, 
идущего через всю толщу пластины на
величину (п -  1 )h. Разность фаз между лучами, прошедшими через выемку и 
остальными лучами, соответственно уменьшается на величину
2л
8 = у ( и - 1 ) й .
Это приводит к повороту вектора а по часовой стрелке. Интенсивность 
света в точке наблюдения Р  будет максимальной, когда вектор а станет
параллельным вектору b , т. е. повернется на угол (Зл/4)+2л&, где к  = 0,1,2... 
Необходимая глубина выемки определится из условия
2л
— (п - 1  )h = (3 л / 4) + 2пк,
откуда
Л =
Ь(* + 3 /8 )
(л -1 )
Интенсивность света в точке Р  будет минимальна, когда векторы а и b 
будут антипараллельны:
2л
— (n - \ ) h  = ( 7 л /4 )  + 2л&,
А =
Ь(* + 7 /8 )
откуда ( и 1 )
Если вектор а повернется на угол 2лк  или угол (Зл/2)+2л&, то сумма
а + b даст вектор, длина которого окажется равной длине вектора с и,
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следовательно, интенсивность света в точке Р  окажется равной интенсивности 
падающего света. Это возможно при следующих глубинах выемки:
Используя значение показателя преломления для стекла п = 1,5, получаем
a) h = 1,2 (£+3/8) мкм; б) h = 1,2 (£+ 7/8) мкм; в) h = 1,2к  мкм или 
h = 1,2 (£+ 3/4) мкм.
Ответ: a) h = 1,2 (£+3/8) мкм; б) h = 1,2 (к+ 7/8) мкм; в) h = 1,2к  мкм или 
h = 1,2 (£+3/4) мкм, где к=  0,1,2...
Задача 33.4. Точечный источник монохроматического света расположен 
перед зонной пластинкой на расстоянии а = 1,5 м от нее. Изображение 
источника образуется на расстоянии Ъ = 1,0 м от пластинки. Найти фокусное 
расстояние зонной пластинки.
Зонной пластинкой называется такая пластинка, которая закрывает, 
например, все нечетные зоны Френеля. По сравнению с обычной диафрагмой 
при использовании зонной пластинки в точке наблюдения резко увеличивается 
интенсивность света. Для радиусов зон Френеля в случае зонной пластинки 
справедлива формула
При увеличении а положение освещенной точки на оси (рис. 33.4) будет 
изменяться: Ъ будет уменьшаться. При а—>оо (плоская падающая волна) 
формула (33.3) имеет вид
h = ^ _  
(л -1 )
U
или
h _ W  + 3/4)  
(л -1 )
(33.3)
Приравнивая выражения для гт, даваемые формулами (33.3) и (33.4), 
получаем
а + Ъ
В точке, находящейся на расстоянии Ь' от зонной пластинки, в результате 
дифракции падающей плоской волны на этой пластинке интенсивность света 
оказывается максимальной. Поэтому указанную точку называют фокусом, а 
V  -  фокусным расстоянием зонной пластинки.
Ответ: V  -  .
а+Ь
Задача 33.5. Определить длину волны монохроматического света, 
падающего нормально на дифракционную решетку с периодом d  = 2,2 мкм, 
если угол между направлениями на фраунгоферовы максимумы первого и 
второго порядков А0 = 15°С.
Направления главных максимумов, создаваемых дифракционной 
решеткой, определяются формулой
d  sin  0 = ±kX.
В данном случае к  имеет значения 1 и 2. Соответствующие уравнения 
запишутся следующим образом:
dsinQ ^A ,, (33.5)
d s in 0 2 =2Х,  (33.6)
А0 =  02 - 0j .
Перепишем уравнения (33.5) и (33.6) следующим образом:
sin 0j = X / d,
sin 02 = 2Х / d.
Складывая и вычитая эти уравнения и используя тригонометрические 
соотношения для суммы и разности синусов, получаем
sin 0 2 +sin0! = 2 sin
fe .+еЛ де зх
cos—  = —  
2 d
s in 0 2 -  sin©! = 2 cos 
Приведем эти уравнения к виду
("е2 + 0 ,Л
sin
(Ч+еЛ . де х
— - s in -----=
2 d
Зк
2d  cos
А0 ’
cos (Ч + 0 Л
2 J • A0 2d  sin
Возведем эти уравнения в квадрат и сложим их, а затем, после ряда 
простых преобразований, получим окончательно
d  sin А0 
к  = ,  = 0,54 мкм.
V 5 -4 c o sA 0
Ответ: X -  ^ s in A 0 ^  _  ^ ^  мкм 
V 5 -4 c o sA 0
Задача 33.6. Показать, что при нормальном падении света на 
дифракционную решетку максимальная величина ее разрешающей способности 
не может превышать значения l/Х, где I -  ширина решетки; X -  длина волны 
света.
Условие главных дифракционных максимумов и разрешающая 
способность дифракционной решетки R определяется следующими
соотношениями:
dsinQ = kX,  (33.7)
с  Х
( 3 3 -8 )
Из первого уравнения следует, что sin 9 = кХ  /  d  < 1.
Отсюда получаем к  < d  / X.
Подставляя последнее соотношение в формулу (33.8), получаем
R <  — N  = — ,
X X
где I = Nd.
Таким образом,
А
Ответ: R < —.
X
Задача 33.7. При нормальном падении света на дифракционную решетку 
шириной 10 мм обнаружено, что компоненты желтой линии натрия (589,0 и 
589,6 нм) оказываются разрешенными, начиная с пятого порядка спектра. 
Оценить:
а) период этой решетки;
б) при какой ширине решетки с таким же периодом можно разрешить в 
третьем порядке дуплет спектральной линии с X = 460,0 нм, компоненты 
которого отличаются на 0,13 нм.
Разрешающая способность дифракционной решетки определяется 
соотношением
R  = —  = Ш .
ЬХ
Подставляя в это уравнение 8Х = Х2 -  Х\, N  = Hd, где I -  длина решетки; 
d -  ее период, получаем
X , X
= *-т> (33.9)Х2 - Х х d
где X = A,j = Х2. Из полученного равенства получаем искомый период решетки
d s a ( ^ - K ) 0 0 5
х
Используя формулу (33.9), получаем
. X, d
<з з л °)
где 1\ -  искомая для данного случая длина решетки; А4 = 460,0 нм; 8А4 = 0,13 нм; 
к\ = Ъ. Подставляя числовые значения параметров в выражение (6.10), получаем
ответ 1\ = 59 нм.
Ответ: a) d  = ^  = 0,05 мм; б) 1Х = 59 нм.
Задача 33.8. Плоская световая волна с X = 0,60 мкм падает нормально на 
грань стеклянного клина с углом раствора 0 = 15° и показателем преломления 
п=  1,5. На противоположной непрозрачной грани клина имеется прозрачная 
щель шириной Ъ = 10 мкм, параллельная ребру клина. Пренебрегая 
отражениями, найти:
а) угол 0о между направлением на центральный Фраунгоферов максимум 
и направлением падающего света;
б) угловую ширину центрального максимума.
Для центрального максимума (максимума порядка т = 0) оптические 
пути всех лучей от одной пунктирной прямой до другой (рис. 33.5) должны 
быть одинаковы. Это значит, что оптическая длина ломаного отрезка АВ  не 
должна зависеть от х, т. е. п • х  sin 0 + (b -  х) sin ср = const.
Сгруппируем слагаемые, содержащие х, тогда
(я • sin 0 -  sin ф )х+Ъ sin ф = const.
Чтобы левая часть этого равенства не зависела от х, выражение в скобках 
перед х  должно быть равно нулю. Отсюда
n s in 0  =  вшф.
Рис. 33.5
Так как Ф = 6 + 0О, то искомый угол
0 О = arcsin(n sin 0) -  0 «  8°.
Условие минимумов, ближайших к максимуму нулевого порядка, должно 
соответствовать разности хода колебаний от краев щели в одну длину волны, 
или согласно рисунку
6(sin<p -  п  sin 0) = ±Х.
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Отсюда при знаке «+» находим ф+, а при знаке «-» ф_, и значит
Аф = Ф + -  Ф_ = 0+ -  0_ = А0 = 7,3°.
Ответ: Аф = А0 = 7,3°.
Задача 33.9. Свет с длиной волны X = 535 нм падает нормально на 
прозрачную дифракционную решетку. Найти ее период, если один из 
фраунгоферовых максимумов возникает под углом дифракции 0т = 35° и 
наибольший порядок максимума равен пяти.
Запишем условия главных максимумов:
dsinQm = mX, (33.11)
£/sin0max= 5Х. (33.12)
Из этих формул получим
... с s in 6 ™
т =— • (33.13)
Для вычисления т значение sin 0max должно быть как можно ближе к 
единице, но таким, чтобы т было при этом целым. Это будет, как нетрудно
установить, при sinOmax = 0,955. Тогда т. = 3, и из формулы (33.11) найдем
искомый период:
, тХ 3*0,535 _ _
а = -------- = ------------мкм = 2,8 мкм.
sinO^ 0,573
_ , тХ
Ответ: d    = 2 ,8  мкм.
sin е,„
Задача 33.10. Свет с длиной волны X = 0,53 мкм падает на прозрачную 
дифракционную решетку с периодом d = 1,50 мкм. Найти угол с нормалью к 
решетке, под которым образуется максимум наибольшего порядка, если свет 
падает на решетку под углом 0о = 60° к нормали.
Максимуму наибольшего порядка должна отвечать максимальная 
разность хода А между соответствующими лучами 1 и 2 от соседних щелей, 
как показано на рис. 33.6. Для этого необходимо, чтобы
А = А В  + В С  = ^ ( s in 0 o + s in 0 m) = тпк. (33.14)
Рис. 33.6
Сначала найдем максимальное значение т. Учитывая, что 6т  не может 
превосходить тс/2, положим sin0m= 1. Тогда
™тах = ^ ( s i n 0 o +1) = [5>3] = 5> (33.15)
где квадратные скобки означают, что от полученного числового значения надо 
взять только целую часть.
Остается подставить ттах в формулу (33.14), и мы получим
sin 0m = rrik /  d  -  sin 0O = 0,9.
Откуда 0m =64°.
Ответ: 0m = 64°.
Задача 33.11. Свет, содержащий две спектральные линии одинаковой 
интенсивности и с длинами волн Х\ = 600,00 нм и %2 = 600,05 нм, падает 
нормально на дифракционную решетку шириной h = 10,0 мм. Найти угол 0, под
которым эти линии окажутся на пределе разрешения (в соответствии с 
критерием Рэлея).
Из критерия Рэлея следует, что разрешающая способность Х/ЬХ = mN. 
С другой стороны, условие главных фраунгоферовых максимумов утверждает, 
что d  sin 0m = тХ. Из этих двух соотношений находим искомый угол:
А2
sin0m = ------ = 0,72,
m hbX
e m = 4 6 ° ,
где учтено, что ширина решетки h = Nd.
Ответ: Qm = 46°.
Задача 33.12. Свет падает нормально на дифракционную решетку, 
ширина которой h = 20 мм. При достаточно малых углах дифракции, когда 
cosO ~ 1, угловая дисперсия решетки D = 5,0 угл. мин/нм. Найти (согласно 
критерию Рэлея) максимально возможную разрешающую способность решетки 
в этих условиях.
В соответствии с критерием Рэлея разрешающая способность 
Х/ЬХ = mN. Угловая же дисперсия D = mid, поскольку в нашем случае cos0 ~ 1. 
Из этих двух формул находим
9
= — N d  =  D h =  ~ "  2 0 - 1 0 ~ д = 3 - 1 0 \  
8Х d  6 0 - 5 7 , 3
X 5 - 1 0    з 4
Ответ: —  = 3 -1 04.
8 к
В начале XIX века, когда Т. Юнг и О. Френель развивали волновую 
теорию света, природа световых волн была неизвестна. На первом этапе 
предполагалось, что свет представляет собой продольные волны, 
распространяющиеся в некоторой гипотетической среде -  эфире. При изучении 
явлений интерференции и дифракции вопрос о том, являются ли световые 
волны продольными или поперечными, имел второстепенное значение. В то 
время казалось невероятным, что свет -  это поперечные волны, так как по 
аналогии с механическими волнами пришлось бы предполагать, что эфир -  это 
твердое тело (поперечные механические волны не могут распространяться в 
газообразной или жидкой среде).
Однако постепенно накапливались экспериментальные факты, 
свидетельствующие в пользу поперечности световых волн. Еще в конце 
XVII века было обнаружено, что кристалл исландского шпата (СаСОз) 
раздваивает проходящие через него лучи. Это явление получило название 
двойного лучепреломления. На рис. 34.1 показано прохождение света через 
кристалл исландского шпата (двойное лучепреломление). Если кристалл 
поворачивать относительно направления первоначального луча, то 
поворачиваются оба луча, прошедшие через кристалл.
Рис. 34.1
Первый луч продолжает распространяться прямо и называется 
обыкновенным (о —  ordinary), второй же отклоняется в сторону, нарушая
обычный закон преломления света, и называется необыкновенным (е -  
extraordinary). Разность фаз между обыкновенным и необыкновенным лучами 
зависит от электрических и магнитных полей. В связи с этим выделяют эффект 
Керра, или квадратичный электрооптический эффект, -  явление изменения 
значения показателя преломления оптического материала при наличии 
внешнего электрического поля
пе - п 0 = В Х Е 2,
где В -  постоянная Керра.
При наличии магнитного поля угол, на который повернется плоскость 
поляризации, рассчитывается по формуле
ф = VIH ,
где V -  постоянная Верде; I -  длина пути луча света; Н  -  напряженность 
магнитного поля.
В 1809 г. французский инженер Э. Малюс открыл закон, названный его 
именем. В опытах Малюса свет последовательно пропускался через две 
одинаковые пластинки из турмалина (прозрачное кристаллическое вещество 
зеленоватой окраски). Пластинки можно было поворачивать друг относительно 
друга на угол ф (рис. 34.2).
Интенсивность прошедшего света оказалась прямо пропорциональной
c o s 2 ф .
Задача 34.1. При падении естественного света на некоторый 
поляризатор проходит гц = 30 % светового потока, а через два таких 
поляризатора -  т|2=13,5% . Найти угол ф  между плоскостями пропускания 
поляризаторов. Обозначим через /о интенсивность естественного света, 
падающего на поляризатор, через 1\ интенсивность света после прохождения 
первого поляризатора, через h  интенсивность света после прохождения двух 
поляризаторов.
П |  г ь
/о
/
h
t
h
/ /
Рис. 34.3
Применим закон Малюса для падения естественного света на 
поляризатор. Поскольку в естественном свете все направления поляризации 
равновероятны, то интенсивность света, прошедшего через поляризатор, можно 
найти, усредняя закон Малюса по углу ф :
1 2л  j
/, =  L   I* C O S 2 ф £/ф  =  — .
1 ° 2 п {  2
Таким образом, после прохождения поляризатора интенсивность 
естественного света уменьшается в два раза. С другой стороны, существует 
поглощение света, не зависящее от поляризации, и определяющееся только 
степенью прозрачности материала.
Можно записать
/  = i
1 2 т ’
где т характеризует дополнительное уменьшение светового потока, не 
зависящее от поляризации.
После прохождения первого поляризатора свет становится 
поляризованным. Тогда после прохождения второго поляризатора интенсивность 
света определяется законом Малюса с тем же коэффициентом поглощения т:
1 - .2/ 2 = —1г cos ф.
X
Запишем
h  17 “ = Tli = — ’
h  2т
/ 2 _ _ /j cos2 ф _ cos2 ф
Решая эти два уравнения с двумя неизвестными (х и ф), получим
/  I—  л
Ф = arc cos
TiiV2
= 30°.
Задача 34.2. Кварцевая пластинка, вырезанная параллельно оптической оси, 
имеет толщину h = 0,25 мм и служит пластинкой в четверть волны для света с 
длиной волны 'к = 0,53 мкм. Для каких еще длин волн в области видимого спектра 
она будет также пластинкой А/4? Считать для простоты, что для всех длин волн 
видимого спектра пе- щ  = 0,9 -10"2.
Пластинка А/4 -  это пластинка, толщина h которой удовлетворяет 
условию
h(ne - п 0) = тк  / 4,
где т. -  нечетные числа (1,3,5,...).
Отсюда
к =
4 h(ne - n 0) 
т
= 9 / т мкм.
После подстановки в это выражение (подбором) нечетных значений т, 
соответствующих длинам волн в видимом диапазоне спектра, получим
т 13 15 17 19 21
'к, мкм 0,69 0,60 0,53 0,47 0,43
Задача 34.3. Найти угол ф между главными плоскостями поляризатора и 
анализатора, если интенсивность естественного света, проходящего через 
поляризатор и анализатор, уменьшается в 6 раз.
Дано:
ест =  6
Ф
Решение:
О
ti
п
O' V
O'
Рис. 34.4
0
O'
Интенсивность естественного света, прошедшего через поляризатор, 
уменьшается в 2 раза:
/; ест _= 2 . (34.1)
Согласно закону Малюса
/  = / 0 • cos2 ф ,
где I  -  интенсивность света, вышедшего из анализатора; /о -  интенсивность 
света, прошедшего через поляризатор.
Учитывая условия задачи и формулу (34.1), закон Малюса можно 
переписать в виде
откуда находим, что
2
/  I  9
£ ест _ £ е с т  c o s  ф ,
1 1
COS ф =  = >  С О Б ф  =  г
3 V 3
Ф = агссо8(1/л/3) =54,7° «5 5 °
Задача 34.4. Степень поляризации Р  частично поляризованного света 
равна 0,5. Во сколько раз отличается максимальная интенсивность света, 
пропускаемого через анализатор, от минимальной?
Дано: 
Р =  0,5
Anax  ff
^min
Степень поляризации света выражается формулой
р  _  ^ m a x  ^ m i n
■^тах +  ^min
где /щах и /щт -  максимальная и минимальная интенсивности 
частично поляризованного света, пропускаемого анализатором.
Проведем преобразования:
Следовательно,
I  P + I  P = I  - Imax 1 ■l min‘  ■‘ max ‘ mm’
W i  + p ) = / max( i - n
^max _ 1 + P
L  1 - P
Отношение максимальной интенсивности света, пропускаемого через 
анализатор, к минимальной интенсивности
■^ тах 1 + 0,5
L  1 -0 ,5
Ответ: ^  = 3.
■^min
Задача 34.5. Кварцевую пластинку, вырезанную параллельно оптической 
оси, поместили между двумя скрещенными поляризаторами. Угол между 
плоскостями пропускания поляризаторов и оптической осью пластинки 
равен 45°. Толщина пластинки d  = 0,5 мм. При каких длинах волн в интервале 
0,5 -  0,6 мкм интенсивность света, прошедшего через эту систему, не будет 
зависеть от поворота заднего поляризатора? Разность показателей преломления 
необыкновенного и обыкновенного лучей в этом интервале длин волн считать 
Ап = 0,0090.
Кварцевая пластинка привносит разность фаз между обыкновенным и 
необыкновенным лучами. Когда 8 = тг/2, результирующая волна становится 
поляризованной по кругу. В этом случае интенсивность света перестает 
зависеть от вращения поляризатора, т. е.
2n( n0 - n e) d
X
Для X = 0,5 мкм 5 = 18тг.
Соответствующие значения 8 необходимо выбрать в виде
71.
V ^ У
Для к  = 15, 16 и 17 получим соответственно X = 0,58, 0,55, 0,51 мкм.
Задача 34.6. Белый естественный свет падает на систему из двух 
скрещенных поляризаторов, между которыми находится кварцевая пластинка, 
вырезанная параллельно оптической оси, толщиной 1,5 мм. Ось пластинки 
составляет угол 45° с плоскостями пропускания поляризаторов. Прошедший 
через эту систему свет разложили в спектр. Сколько темных полос будет 
наблюдаться в интервале длин волн 0,55 -  0,66 мкм? Разность показателей 
преломления необыкновенного и обыкновенного лучей в этом интервале длин 
волн равна 0,0090.
Так же как и в предыдущей задаче, кварцевая пластинка вносит разность 
фаз между лучами. Свет, прошедший через пластинку, останется линейно 
поляризованным только при 8 = 2лк  или (2к + 1)л;. В последнем случае будет 
наблюдаться максимум. Таким образом, темные полосы будут наблюдаться 
только для тех 'к, для которых 8 = 2лк. Из формулы
2n( n0 - n e) d
X
для к = 0,55 мкм получим 8 = 49,09л;.
Выбирая 8 = 48л;, 8 = 46л;, 8 = 44л;, 8 = 42л;, получим к = 0,5625 мкм, 
к = 0,5870 мкм, к = 0,6136 мкм, к = 0,6429 мкм.
Таким образом, будет четыре темных полосы.
Задача 34.7. Ячейку Керра поместили между двумя скрещенными 
поляризаторами так, что направление электрического поля Е  в конденсаторе 
образует угол 45° с плоскостями пропускания поляризаторов. Конденсатор 
имеет длину 1= 100 мм и заполнен нитробензолом. Через систему проходит 
свет с 1 =  0,5 мкм. Имея в виду, что в данном случае постоянная Керра 
i? = 2,2xlO“10 см/В2, определить;
а) максимальную напряженность электрического поля Е  в конденсаторе, 
при которой интенсивность света, прошедшего через эту систему, не будет 
зависеть от поворота заднего поляризатора;
б) число прерываний света в одну секунду, если на конденсатор подать 
синусоидальное напряжение с частотой v = 10 МГц и амплитудным значением 
напряженности Ет = 50 кВ/см.
При прохождении через ячейку Керра две перпендикулярные 
компоненты электрического поля приобретут разность фаз. Когда эта разность
фаз будет равна 90°, будет иметь место круговая поляризация, поскольку в 
условии сказано, что электрическое поле образует угол 45°. В этом случае 
интенсивность света не будет зависеть от поворота поляризатора.
Разность фаз будет
ь ^ 2 п ( п 0 - п е)1
X
В данном случае (минимум) 8 = тг/2,
X
«0 ~Пе = —
С другой стороны,
4  Г
п е - п 0 =  В Х Е "
поэтому получим
£ т ш = ^ =  = 10>6кВ/СМ.
Если приложенное электрическое поле имеет синусоидальный вид
Е  =  Е т s in  Ш , 
тогда ячейка Керра создает разность фаз
8 =  2n B lE ^  s i n 2 о t .
Подставляя числа, получим, что за половину периода
t = 7Е/<й
разность фаз достигает величины 2л;к одиннадцать раз. За каждую такую 
осцилляцию свет прерывается 2vx 11 раз в секунду.
Таким образом, число прерываний света будет равно 2 ,2 х 1 0 8.
Задача 34.8. Трубка с бензолом длиной I = 26 см находится в продольном 
магнитном поле соленоида, расположенного между двумя поляризаторами. Угол 
между плоскостями пропускания поляризаторов равен 45°. Найти минимальную
напряженность магнитного поля, при которой свет с длиной волны 589 нм будет 
проходить через эту систему только в одном направлении (оптический вентиль). 
Как будет вести себя этот оптический вентиль, если изменить направление 
данного магнитного поля на противоположное?
Чтобы свет мог пройти через второй поляроид, должно быть 
фарадеевское вращение на 45° в противоположном направлении, т. е.
71
VIH ■ = —min
Подставляя постоянную Верде для бензола из справочника
V= 0,26 угл. мин/А,
получим
/ / m i n  =  = 4 кА/м.шш т
Полученный результат дает минимальное значение напряженности 
магнитного поля, при которой данная система выполняет роль оптического 
вентиля.
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК
1. Валишев М. Г. Курс общей физики : учеб. пособие / М. Г. Валишев, 
А. А. Повзнер. СПб. : Лань, 2009. 576 с.
2. Детлаф А. А. Курс физики : учеб. пособие для студентов втузов / А. А. Дет- 
лаф, Б. М. Яворский. 6-е изд., стер. М. : Академия, 2007. 720 с.
3. Трофимова Т. И. Курс физики : учеб. пособие для инж.-техн. специальностей 
вузов / Т. И. Трофимова. 14-е изд., стер. М. : Академия, 2007. 560 с.
4. Иродов И. Е. Задачи по общей физике / И. Е. Иродов. М.: Бином. 
Лаборатория знаний, 2012. 432 с.
5. Савельев И. В. Курс общей физики: учеб. пособие для втузов: в 5 кн. Кн. 1. 
Механика / И. В. Савельев. М.: Астрель : ACT, 2003. 336 с.
6. Савельев И. В. Курс общей физики: учеб. пособие для втузов: в 5 кн. Кн. 2. 
Электричество и магнетизм / И. В. Савельев. М.: Астрель : ACT, 2003. 336 с.
7. Савельев И. В. Курс общей физики: учеб. пособие для втузов : в 5 кн. Кн. 3. 
Молекулярная физика и термодинамика / И. В. Савельев. Москва: Астрель : 
ACT, 2004. 208 с.
8. Савельев И. В. Курс общей физики: учеб. пособие для втузов: в 5 кн. Кн. 4. 
Волны. Оптика / И. В. Савельев. М.: Астрель : ACT, 2004. 256 с.
9. Сивухин Д. В. Общий курс физики: Учеб. пособие: [В 5 т.] / Д. В. Сивухин. 
М.: Изд-во МФТИ, 2003. 576 с.
Учебное издание
М алыш ев Леонид Григорьевич 
Ш умихина Кямаля Арифовна 
М елких Алексей Вениаминович 
Повзнер Александр Александрович
ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ КЛАССИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
В ПРИМЕРАХ И ЗАДАЧАХ
Редактор О. С. Смирнова 
Компьютерная верстка Н. Н. Суслиной
Подписано в печать 30.09.2013. Формат 60x90 1/16. 
Бумага писчая. Плоская печать. Уел. печ. л. 25,25. 
Уч.-изд. л. 18,3. Тираж 100 экз. Заказ № 2878.
Издательство Уральского университета ИПЦ УрФУ 
Редакционно-издательский отдел 
620049, Екатеринбург, ул. Софьи Ковалевской, 5 
E-mail: rio@ustu.ru
Отпечатано в типографии Издательско-полиграфического центра УрФУ 
620000, Екатеринбург, ул. Тургенева, 4 
Тел.: +7(343)350-56-64, 350-90-13 
Факс: +7(343)358-93-06 
E-mail: press-urfu@mail.ru
